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Kapitel 1

Einleitung

Die Komplexitätstheoriebescḧaftigt sich mit der Komplexität von algorithmischen
Problemen.Es gehtdabeium die Frage,welcheMengean Zeit- und/oderPlatzres-
sourcennotwendigsind,um ein gegebenesProblemauf einerMaschine(z.B. Turing
Maschine)zuberechnen.
EinebesondersschwierigeProblemstellungin diesemBereichist die Fragenachun-
terenZeit- und/oderPlatzschranken.
Fagin hat in seinerbahnbrechendenArbeit einendirektenZusammenhangzwischen
derwichtigenKomplexitätsklasseNP (die Mengederin nicht deterministischerpoly-
nomiellerZeit berechenbarenProbleme)undexistentiellerSecondOrderLogik fest-
gestellt.In derFolgezeitkonntenvielewichtigeKomplexitätsklassenmittelslogischer
Sprachenbeschriebenwerden.FolgendeTabellegibt einenknappenÜberblick:

Komplexitätsklasse logischeSprache Referenz

Immermann,Vardi P = FO + LFP+ < [15]
Fagin NP = 9SO [10]

co-NP = 8SO [10]
Stockmeyer PH = SO [25]

Untere Zeit- und/oderPlatzkomplexitätsschranken können daher auch durch den
Nachweisvon AusdrucksschẅachebestimmterlogischerSprachengefundenwerden.
Um z.B. zu zeigen,daßein algorithmischesProblemnicht in NP liegt, gen̈ugt eszu
zeigen,daßdasProblemnicht in existentiellerSO-Logik (auf endlichenModellen)
ausgedr̈ucktwerdenkann.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die anf̈anglicheHoffnung,auf diesemWegeneueuntereKomplexitätsschrankenauf-
zu�nden,hatsichallerdingsnichterfüllt. TreffendstellteFaginfest:

” There is no freelunch“ .

Der Nachweisvon Ausdrucksschẅachein voller existentiellerSO-Logik scheint ex-
tremschwerzu sein.VernünftigesArbeitenist bishernur auf einfachenFragmenten
von existentieller SO-Logik möglich. Ein solcheseinfachesFragmenterḧalt man,
wenn man nur existentielle SO-Quanti�zierungüber einstelligeRelationenzuläßt.
Man bezeichnetdiesenTeil von existentiellerSO-Logik mit monadic NP. Monadic
NP ist einerseitsdeutlich ausdrucksschẅacheralsvolle existentielleSO-Logik,ande-
rerseitsliefert dieseTatsachedieMöglichkeit relativeinfacheBeweisefür Ausdrucks-
schẅachezu führen.WesentlicheVoraussetzungist dabeidie Beschr̈ankungauf mo-
nadische(einstellige)SO-Quanti�zierung(schonauf binäremNP funktionierenalle
hier verwendetenMethodennichtmehr).
Faginbezeichnetedie Bescḧaftigungmit monadicNP, als

” ...traininggroundfor attacking theproblemsin their full generality“ .

Wie untenangedeutetwird, hatermonadicNPdamitein wenigunterbewertet.
DieseArbeit bescḧaftigt sichmit derAusdruckssẗarke von monadischenErweiterun-
genvonmonadicNP. DabeiwerdendiefolgendenArtenvonErweiterungenbetrachtet:

1. MonadicNP+ built-in Relationen(Kapitel 3 und4).

2. Abschl̈ussevonmonadicNP:

a. PFO(monNP)= PositiverFO-Abschlußvon monadicNP.

b. ClosedmonadicNP= AbschlußvonmonadicNPbzgl.FO-Quanti�zierung
undexistentiellermonadischerSO-Quanti�zierung.

Erstaunlicherweisekanndie BetrachtungdieserErweiterungenvon monadicNP zu
höchst interessantenkomplexitätstheoretischenErgebnissenführen.Esgeltendie fol-
gendenSätze:

Satz1 (Lynch 82)
monadicNP+ built-in Addition + polynomiellesPadding= NP.

PolynomiellesPaddingbedeutetdabeieineStrukturerweiterungumpolynomiellviele,
isolierteKnoten.Diesekönnenim gewissenSinneals Speicherbitsinterpretiertwer-
den.

Satz2 (Schweikardt, Schwentick)
a) zweite Stufe von closedmonadicNP + zwei built-in Nachfolgerrelationen�

monadicNP+ built-in Addition.
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b) zweite Stufe von closedmonadicNP + zwei built-in Nachfolgerrelationen+
polynomiellesPadding= NP.

MonadicNP ist alsonicht bloßeineÜbungswiese,sondernkannim Zusammenhang

mit bestimmtenmonadischenErweiterungendurchauszur Antwort der FrageNP
?
6=

co-NPführen.

1.1 Inhalt und ErgebnissedieserArbeit

ThemavonKapitel3 und4 ist monadicNP, erweitertumbestimmteKlassenvonbuilt-
in Relationen.Einebuilt-in Relationkanndabeialseinea priori festgelegteStruktur-
informationinterpretiertwerden(sieheDe�nition 2.7).
Kapitel 5 und 6 bescḧaftigen sich haupts̈achlich mit dem Abschlußvon monadic
NP bzgl.FO-Quanti�zierung(kurz: PFO(monNP)).Angeschnittenwird auchderAb-
schlußvon monadicNPbzgl.FO- undexistentiellermonadischerSO-Quanti�zierung
(kurz: closedmonadicNP) undderAbschlußeinerbeliebigenmonadischenSprache
L bzgl.FO-Quanti�zierung(kurz:PFO(L)).
DasfolgendeSchaubildbeschreibtdenAufbaudieserArbeit undgibt einenÜberblick
dervorkommendenErweiterungenvonmonadicNP(kurz:monNP):

Kapitel1:

Einleitung

Kapitel2:

SÈatze,De®nitionen
undNotationen

Kapitel 3 undKapitel4:

MonadicNP + built-in Relationen
Sprachen

Kapitel3:

MonadicNP +
verpackbare
Relationen

Kapitel4:

MonadicNP +
unendlichteilbare
Relationen

Kapitel5 undKapitel 6:

AbschlÈussemonadischer
Sprachen

Kapitel5:

� PositiveFO-AbschlÈusse
monadischerSprachen,
speziell:PFO(monNP)

� ClosedmonadicNP

Kapitel6:

Nicht-k-FÈarbbarkeit =2
PFO(monNP),k � 3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1.1 Monadic NP + built-in Relationen

Im Zusammenhangmit monadicNP könnenbuilt-in Relationenin zwei Klassenauf-
geteiltwerden.Dazudie folgendeDe�nition:

De�nition 1
a) Einebuilt-in RelationB heiûtstark,falls

monadicNP+ B + polynomiellesPadding= NP.

b) Einebuilt-in Relationheiûtschwach,falls sienicht starkist.

VieleArbeitenim Kontext vonmonadicNP+ built-in Relationenbescḧaftigensichmit
der GrapheigenschaftZusammenhangvon Graphen. In den letztendrei Jahrzehnten
wurdefür eineVielzahlvon built-in RelationenB gezeigt,daß

Graphzusammenhang=2 monadicNP + B. (� )

DieshatzuderVermutunggeführt (Fagin,Stockmeyer, Vardi,siehe[13]), daß

Graphzusammenhang=2 monadicNP + beliebigebuilt-in Relationen.

Ein HauptergebnisdeserstenTeils dieserArbeit ist eineKlassi�zierung aller built-in
Relationen,vondenen(bis2002)(� ) gezeigtwerdenkonnte.Esergibt sicheine(nicht
disjunkte)Zerlegungin diebeidenKlassen:

� verpackbarebuilt-in Relationen(Kapitel3) und

� unendlichteilbarebuilt-in Relationen(Kapitel 4).

Mit diesenKonzeptenkann(� ) für neueRelationenklassengezeigtwerden.Dabeihan-
delt essichum:

� Äquivalenzrelationen

� x-built-in Relationen

� Relationenmit lokal beschr̈ankterBaumweite

� Relationenmit lokal verbotenemvollständigenMinor

� Teilbarkeitsrelation

� Multiplikationsrelation

DesweiterenwerdenbekannteErgebnissemit neuenMethodenbewiesen.Die Beweise
sinddadurchintuitiver, einfacherundkürzergeworden.Dabeiwird (� ) gezeigtfür:
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� Relationenmit beschr̈ankterBaumweite(diesesindverpackbar)und

� Relationenmit verbotenemMinor K k (diesesindunendlichteilbar).

Schließlichwird gezeigt,daßverpackbareundunendlichteilbareRelationenschwach
im SinneobigerDe�nition sind.Dasbedeutet,daßallebuilt-in Relationen,für die (� )
bishergezeigtwurde,schwachsind.
(� ) für einestarkebuilt-in Relationzuzeigen,scheintsehrschwerzusein.Daherist es
sinnvoll obigeVermutungabzuschẅachenundzun̈achstdieFragezuuntersuchen,ob

Graphzusammenhang=2 monadicNP+ schwachebuilt-in Relationen.

Dazuist eswahrscheinlichnotwendigeinebrauchbare Klassi�kation von schwachen
built-in Relationenzu �nden. Am Endevon Kapitel4 wird die Frageaufgeworfen,ob
eineArt KombinationderEigenschaftenverpackbarundunendlichteilbareinesolche
Klassi�kation liefernkönnte.

1.1.2 AbschlÈussemonadischerSprachen

Wie obenerwähntkannes lohnenswertsein,sich mit der zweitenStufevon closed
monadicNPzubescḧaftigen.Erweitertmandieseumzwei (einfache) Nachfolgerrela-
tionen,soerḧalt mandie volle Ausdruckssẗarke von monadicNP + built-in Addition.
Zus̈atzlichespolynomiellesPaddingliefert sogardie volle AusdruckssẗarkevonNP.
Im Kontext von closedmonadicNP stellensichinsbesonderedie folgendenzwei Fra-
gen:

1) Ist die HierarchieinnerhalbvonclosedmonadicNP strikt?

2) Gilt: closedmonadicNP6= MSO (monadischeSecondOrderLogik)?

BezogenaufmonadischeEigenschaften(solchedie in MSOausdr̈uckbarsind)scheint
es jedochschonauf der zweitenStufevon closedmonadicNP sehrschwerzu sein,
Ausdrucksschẅachenachzuweisen.
Die bisherigen Ergebnisse auf diesem Gebiet beziehen sich daher nur auf
PFO(monNP).Als erstesist esFaginet al. gelungenfür einemonadischeEigenschaft
zuzeigen,daßdiesenicht in PFO(monNP)ausdr̈uckbarist (siehe[3]). In derFolgezeit
konnteMarcinkowski nachweisen,daßdie EigenschaftErreichbarkeit in gerichteten
Graphenin PFO(monNP)nicht ausdr̈uckbarist (siehe[18]).
Im zweitenTeil dieserArbeit werdendie beidenBeweisegegen̈ubergestellt.Eswird
gezeigt,daßdie zugrundeliegendeHauptideein beidenAnsätzenidentischist. Des-
weiterenwird derBeweisvon Faginetal. vereinfachtundverallgemeinert.
DasHauptergebnisdiesesTeils ist derNachweis,daß
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nicht-k-Färbbarkeit (kurz:nonkC) =2 PFO(monNP),k � 3.

AusderAnnahme,daßNP6= co-NPfolgt nonkC =2 closedmonadicNPunddanonkC
leicht in co-monadicNPbeschriebenwerdenkann,folgt einepositiveAntwort aufdie
zweiteFrage.
Im Gegensatzzu den beidenobigenEigenschaften(die beidein der zweitenStufe
von closedmonadicNP beschreibbarsind)hatalsodie Bescḧaftigungmit nonkC das
PotentialeinepositiveAntwort aufdiezweiteFragezu liefern.



Kapitel 2

SÈatze,De®nitionenund Notationen

2.1 Endliche Relationsstrukturen

Eine Signatur S ist eine nichtleereMenge f R1; : : : ; Rl ; c1; : : : ; cmg von Relatio-
nensymbolenR1; : : : ; Rl mit endlicher Stelligkeit � (Ri ); i = 1; : : : ; l und Kon-
stantensymbolenc1; : : : ; cm . Eine endliche Struktur A über S ist ein Tupel
(UA ; RA

1 ; : : : ; RA
l ; cA

1 ; : : : ; cA
m ), wobei UA , der Grundraum (auch Universum ge-

nannt),eineendliche,nichtleereMengeist, RA
i � � � (R i )

j =1 UA eine� (Ri )-stelligeRela-
tion ist undcA

i 2 UA eineKonstanteist.
Soweit esausdemZusammenhangklar ist, wird in dieserArbeit nichtzwischenRela-
tionensymbolenunddenzugeḧorigenRelationenunterschieden.

Beispiel2.1
Eine spezielle,fÈur dieseArbeit entscheidende,Signaturist die zu Graphstrukturen
gehÈorendeSignaturf Eg, wobei E eine zweistellige,symmetrischeKantenrelation
ist. GraphstrukturenwerdenÈublicherweisemit G bezeichnet,der GrundraumUG in
diesemFalleoftmalsmit V(G) (V fÈur Vertex Set).
Oftmalswerdennicht reine Graphstrukturen,sondernum bestimmteRelationenund
KonstantenerweiterteGraphstrukturenbetrachtet.DasbedeutetStrukturenmit Signa-
tur S = f E; R1; : : : ; Rl ; c1; : : : ; cmg, wobei R1; : : : ; Rl Relationenund c1; : : : ; cm

Konstantensind. Auch dieserTyp von Strukturenwird in dieserArbeit als Graph-
strukturbezeichnet.

Bemerkung2.2
Da in dieserArbeit fastausschlieûlichmit Graphstrukturengearbeitetwird, beziehen
sichdiefolgendenBetrachtungenaufGraphstrukturen.Die Verallgemeinerungaufbe-
liebigeStrukturenist leichtdurchzufÈuhren.

SeiG = (V(G); E; R1; : : : ; Rl ; c1; : : : ; cm ) eineGraphstrukturmit zweistelligenRe-
lationenR1; : : : ; Rl und Konstantenc1; : : : ; cm . Zwei Knotenx; y 2 V(G) sind Ri -
benachbart, wennRi (x; y) (d.h. (x; y) 2 Ri ). Der Grad einesKnotenx 2 V(G)

7



8 KAPITEL 2. SÈATZE, DEFINITIONEN UND NOTATIONEN

bzgl.Ri , kurzdegR i
(x), ist dieAnzahlderKnotenausV(G), diemit x Ri -benachbart

sind.Oft schreibtmanauchnurdeg(x), falls Ri ausdemZusammenhangklar ist.
DerGrad von G bzgl.Ri ist de�niert durch

degR i
(G) := max

x2 V (G)

�
degR i

(x)
�

:

Der Abstand distG(x; y) zweierKnotenx; y 2 V(G) ist die Längeeineskürzesten
Wegesvon x nachy in G. Falls kein solcherWeg existiert, so ist der Abstandals
1 de�niert. Der AbstanddistG(x; U) einesKnotenx 2 V(G) zu einer Teilmenge
U � V(G) ist de�niert durch

distG(x; U) := min
u2 U

(distG(x; u)) :

BeziehtsichderAbstandnuraufeinebestimmteRelationR i in G, sobezeichnetman
dasmit distR i (x; y).
Analog kann sowohl Abstand als auch Grad für eine Menge von Relationen
(R1; : : : ; Rl ) de�niert werden.Dieswird mit deg(R1 ;:::;R l )(x) unddist(R1 ;:::;R l )(x; y) be-
zeichnet.
Für k � 0 ist die k-NachbarschaftN G

k (x) einesKnotenx 2 V(G) als die folgende
UnterstrukturvonG de�niert:

N G
k (x) := G # f y 2 V(G); distG(x; y) � kg:

Dabeiist G # U die Strukturmit GrundraumU � V(G) undkanonischreduzierten
RelationenRG

1 ; : : : ; RG
l .

FallsdiezugrundeliegendeStrukturG klar ist, wird auchoft dieBezeichnungN k ver-
wendet.Manchmalist esnötig die k-NachbarschafteinesKnotennicht bez̈uglich der
kanonischenDistanzfunktion,sondernbez̈uglich einerbestimmtenDistanzfunktion�
zubetrachten.Diesewird dannmit N �

k bezeichnet.

2.2 DeskriptiveKomplexitÈatstheorie

Als Fagin1974denfolgendenSatzpräsentierte,war dasdie Geburt derdeskriptiven
Komplexitätstheorie.

Satz2.3(Fagin 74)
Die GraphklasseP ist genaudannin NP, wenneseineFormel ' 2 9SOgibt, sodaû
fÈur alleG gilt:

G 2 P , G � ':

Beweis: Siehe[10].
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AndersgeschriebenbedeutetobigerSatzNP = 9SO, d.h. alle Graphklassen,die in
NP liegen,könnenmittelseinesexistentiellenSecond-OrderSatzesbeschriebenwer-
den.In denfolgendenJahrenkonntenweitereKomplexitätsklassenmittels logischer
Sprachenklassi�ziert werden.FolgendeTabellezeigtdie Wichtigstenauf:

Komplexitätsklasse logischeSprache Referenz

Immermann,Vardi P = FO + LFP+ < [15]
Fagin NP = 9SO [10]

co-NP = 8SO [10]
Stockmeyer PH = SO [25]

DieseKlassi�zierungeröffnet völlig neueWege,um Komplexitätsklassenzu trennen.
Um z.B. zu zeigen,daßNP 6= co-NP, würdeesgen̈ugenfür eineGraphklasseP 2
NP zu zeigen,daßsienicht in 8SO ausgedr̈uckt werdenkann.Esgehtalsonunmehr
darumAusdrucksschẅachevon logischenSprachenzuuntersuchen.
Die in dieserArbeit haupts̈achlichverwendetenlogischenSprachensind:

� First-OrderLogic = FO

� monadicNP

� PFO(monadicNP)

� closedmonadicNP

� Second-OrderLogic = SO

Die zuFO undSOnotwendigenDe�nitionen könnenin derStandardliteraturnachge-
lesenwerden(z.B. [8]). EbensowerdendieBegriffe Formel,Satz,Quantorenranghier
nicht de�niert. Die logischenSprachenmonadicNP, PFO(monadicNP) und closed
monadicNPwerdenin denfolgendenDe�nitionen erläutert.

De�nition 2.4
a) Existentielle Second-Order Logik (9SO) ist eine abgeschwÈachteForm von

Second-OrderLogik. EssindnurexistentielleSO-Quantorenerlaubt.

9SO := f9 R1 � � � 9Rl ' ; l 2 N; Ri Relation; ' 2 FOg:

b) Monadic NP (kurzmonNP)ist eineTeilmengevon9SO.EskannnurnochÈuber
einstelligeRelationenquanti®ziertwerden.

monadicNP := f9 R1 � � � 9Rl ' ; l 2 N; Ri einstelligeRelation; ' 2 F Og:
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c) PFO(monadicNP), kurzPFO(monNP),ist derAbschluûvonmonadicNPbzgl.
FO-Quanti®zierung.Mittels regulÈarerAusdrÈucke kannPFO(monNP)wie folgt
beschriebenwerden:

PFO(monNP):= (9j8) �
�
91

� �
'; ' 2 F O:

d) Closed monadic NP, kurz cmonNP, ist der Abschluûvon monNPbzgl. FO-
Quanti®zierungundexistentiellermonadischerSO-Quanti®zierung.Mittels re-
gulÈarerAusdrÈuckekanncmonNPwie folgt beschriebenwerden:

cmonNP:=
�

9j8j91
� �

'; ' 2 F O:

Bemerkung2.5
Daim weiterenVerlauffastausschlieûlichmonadischeSO-Quanti®zierungenverwen-
det werden,wird im Folgendender Index 1 im Quantor91 weggelassen.Auf nicht
monadischeQuanti®zierungwird jeweilsexplizit hingewiesen.

Ähnlich wie z.B. die polynomielleHierarchie(PH) oderdie monadischeHierarchie
kannclosedmonadicNP formal in Stufenunterteiltwerden.DieseStufenunterschei-
densich in derAnzahldergeschachteltenSO-Quantorenblöcke. FolgendeDe�nition
präzisiertdieses.

De�nition 2.6
a) Die i -te Stufe von closed monadic NP (kurz i -cmonNP)bestehtaus den-

jenigenFormeln auscmonNP, derenQuantorenblockhÈochstensi (durch FO-
QuantorenblÈockegetrennte)existentielleSO-QuantorenblÈocke enthÈalt. Im Falle
von genaui existentiellenSO-QuantorenblÈockenbeginnendie Formelnmit ei-
nemexistentiellenSO-Quantorenblock.

InsbesondereentsprichtmonadicNPgeradedererstenStufevonclosedmonadic
NP.

b) Als i -te Zwischenstufevon closedmonadicNP bezeichnetmandenAbschluû
von i -cmonNPbzgl.FO-Quanti®zierung.

Ebensowie in der polynomiellenHierarchieist die Fragenachder Striktheit dieser
Hierarchieoffen.Ein Zusammenfall voncmonNPaufdiezweiteStufeist möglich.
Für die monadischeHierarchiekonntenMatz,SchweikardtundThomasdie Striktheit
nachweisen(siehe[20],[19]). EinedirekteAnwendungderdort verwendetenMetho-
den,für dieHierarchiein closedmonadicNP, scheintnichtmöglichzusein.

2.3 Built-in Relationen

Bei der Bescḧaftigungmit der logischenSprachemonadicNP konnteim Laufe der
Zeit von einigenGrapheigenschaftengezeigtwerden,daßsie nicht ausdr̈uckbarsind
in monadicNP. FolgendeTabellegibt einenknappenÜberblick:
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Eigenschaft Referenz
HamiltonKreis [27]

Graphzusammenhang [11]
Erreichbarkeit in gerichtetenGraphen [2]

nicht-3-F̈arbbarkeit [5]

Viele dieserEigenschaftensind in polynomiellerZeit entscheidbar, d.h.monadicNP
ist in gewissemSinneausdrucksschwach.Auf der anderenSeiteberuhendie obigen
Nichtausdr̈uckbarkeitsbeweisenganzwesentlichdarauf,daßnur monadischquanti�-
ziert wird. SchondasZulassenvon binärerSO-Quanti�zierungmachtalle bisherigen
Beweismethodenunmöglich.
Will manalsomonadicNP einerseitsversẗarken,andererseitsbekannteMethodenin
Nichtausdrucksbeweisenverwenden,so sollte man nicht auf die Eigenschaftmona-
disch verzichten.EineMöglichkeit (diesewird in denKapiteln3 und4 betrachtet)ist
die Hinzunahmevonbuilt-in Relationen.DazufolgendeDe�nition:

De�nition 2.7
EineFolgeB =(Bn )n2 N heiûtbuilt-in Relation, falls:

1. B i ; i 2 N; ist eine� (B i )-stelligeRelation.

2. � (B i ) = � (B j ) fÈur alle i; j 2 N, d.h.alleRelationenhabendieselbeStelligkeit.

3. DerGrundraum,aufdemBn de®niertist,hatMÈachtigkeit n. EsreichtalsGrund-
raumdasFragment[n] := f 1; : : : ; ng dernatÈurlichenZahlenzuverwenden(Iso-
morphieabgeschlossenheit).

Bemerkung2.8
1. Falls � (B i ) = 2, sonenntmanB einebinÈarebuilt-in Relation.In dieserArbeit

werdenhauptsÈachlichbinÈarebuilt-in Relationenuntersucht.

2. WichtigeBeispielefÈur built-in RelationenkannmanderfolgendenTabelleent-
nehmen:

succ succ(x; y) , y = x + 1 Nachfolger-Relation
< < (x; y) , x < y Ordnungs-Relation

add add(x; y; z) , z = x + y Additions-Relation
BIT BIT(x; y) , Bit y in bin(x) ist 1 BIT-Relation
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Die ErweiterungeinerlogischenSpracheL um einebuilt-in RelationB bedeutetdas
Hinzufügenvon B zur festgelegtenSignaturS. Im Fallevon Graphstrukturenbetrach-
tet manalsodie SignaturS=(E,B). Dabeiist die built-in RelationB �xiert, hängtalso
nicht von derGraphstrukturG, sondernnur von derenGrößejVGj ab. FolgendeDe�-
nition beschreibtdieAusdruckskraftvonmonNP+ B:

De�nition 2.9
Eine GrapheigenschaftP ist in monNP+ B genaudannde®nierbar, wenn es eine
monadic NP-Formel ' B Èuber der Signatur (E,B) gibt, so daû fÈur jeden Graph
G=(V(G),E(G))gilt:

(G; B jV (G)j) � ' B , G 2 P:

Bemerkung2.10
a) Built-in RelationendÈurfennicht mit existentiellerSO-Quanti®zierungÈuberRe-

lationenverwechseltwerden.Die letzterenkÈonnenbeliebig interpretiertwer-
den,wohingegenbuilt-in Relationena-priori festgelegt sind.Im Allgemeinenist
existentielleSO-Quanti®zierungviel m̈achtiger, als dasHinzufÈugeneinerz.B.
zweistelligenbuilt-in Relation.

ZumBeispiellÈaûtsichzeigen(siehe[7]), daûGraphzusammenhangausdrÈuckbar
ist in 9SuccFO. Dies ist dasFragmentvon binÈaremNP, in dem nur binÈares
Quanti®zierenÈuberNachfolgerrelationenerlaubtist.

b) Im Allgemeinenwird eine logischeSprachedurchHinzunahmeeinerbuilt-in
Relationstärker. Z.B. lÈaût sich leicht zeigen,daûdie EigenschaftPariẗat des
Universumsin monadicNPnichtausdrÈuckbarist, abersehrwohl in monadicNP
+ SuccausdrÈuckbarist.

c) NatÈurlichgibt esauchUnterschiedezwischenverschiedenenbuilt-in Relationen.
Z.B. ist monadicNP+ eineOrdnungsrelationausdrucksstÈarker, alsmonadicNP
+ eineNachfolgerrelation(siehedazu[21]).

2.4 Ehrenfeucht-FraÈ�sseSpiele

DiedurchFagineingeleiteteKlassi�zierungvonKomplexitätsklassenmittelslogischer
Spracheneröffnet völlig neueWege zur Trennungvon Komplexitätsklassen.Gezeigt
werdenmußeineAusdrucksschẅachevon logischenSprachen.DaalledieseKlassi�-
zierungennurauf endlicheModellebezogensind,mußdieseAusdrucksschẅacheauf
endlichenModellennachgewiesenwerden.An dieserStelleversagendiemeistenMe-
thodenderallgemeinenModelltheorie,diezumNachweisvonAusdrucksschẅachelo-
gischerSprachendienen(z.B.Kompaktheitssatz,SatzvonLöwenheim-Skolem).Die-
se beruhenwesentlichauf der Möglichkeit unendlicheModelle in Betrachtzu zie-
hen.Eine Methode,die auf endlichenModellenverwendetwerdenkann,ist die der
Ehrenfeucht-Frä�sseSpiele,kurzEF-Spiele.
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Mittels E(hrenfeucht)-F(rä�sse)-SpielenkannalsoAusdrucksschẅachevon logischen
Sprachenauf endlichenModellenbewiesenwerden.Konkretbedeutetdaszu zeigen,
daßeinebestimmteGrapheigenschaftP in einerbestimmtenlogischenSpracheL nicht
ausdr̈uckbarist.DabeihängendieSpielregelndesEF-SpielsvonderSpracheL ab. Die
Regelnzudenin dieserArbeit haupts̈achlichbetrachtetenlogischenSprachenwerden
im Folgendendargestellt.Eineausf̈uhrlicheDarstellungmit BeispielenundBeweisen
derin diesemZusammenhangauftretendenSätze�ndet manz.B. in [15],[9].
Allgemeinwird dasEF-SpielvondenzweiSpielernSpoiler (badguy)undDuplikator
(goodguy) bestritten,die entgegengesetzteZiele haben.Als Spielbretterdienenzwei
StrukturenG0 2 P und G1 =2 P. SpoilersZiel ist es,denUnterschiedder beiden
StrukturenG0; G1 nachzuweisen, wogegenDuplikatorversuchtdiesenzuvertuschen.

DasFO-Spiel

SeiP eineGrapheigenschaft.Die SpielregelndesFO-SpielszurEigenschaftP lauten
wie folgt:

0. Spoilerwählt eineRundenzahlr 2 N.

1. Duplikatorwählt eineStrukturG0 2 P.

2. Duplikatorwählt eineStrukturG1 =2 P.

3. Für i � r wählt (dieswird auchoft mit spielt bezeichnet)Spoilereinenbeliebi-
genKnotenin einerderbeidenStrukturen.Im AnschlußwähltDuplikatoreinen
KnotenausderanderenStruktur. Damit ist die i -teSpielrundeabgeschlossen.

Die in der i -ten RundegewähltenKnoten werdenmit ai 2 V(G0) und bi 2
V(G1) bezeichnet.

4. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls nachderr -tenRunde

(G0 # f a1; : : : ; ar g; a1; : : : ; ar ) �= (G1 # f b1; : : : ; br g; b1; : : : ; br ):

Andernfallsgewinnt Spoiler.

InsbesonderekannDuplikatorleicht gewinnen,wenndie StrukturenG0 undG1

isomorphsind.

Bemerkung2.11
SpoilersZiel ist esalso,im LaufedesSpieles,denUnterschiedderbeidenStrukturen
G0; G1 zuzeigen.Dazuwird erversuchenseineKnotensozu spielen,daûDuplikator
keineisomorpheAntwort ®ndenkann.DuplikatorhingegenhatdasgegenteiligeZiel,
sozuspielen,daûer immereineisomorpheAntwort aufSpoilersSpielzug®ndet.
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Kannein Spielersospielen,daßerauf jedenFall gewinnt, unabḧangigdavon,wie der
andereSpielersichverḧalt, sosagtman,daßdieserSpielereineGewinnstrategiehat.
Die Bedeutungvon EF-Spielenliegt in demfolgenden,auf Ehrenfeuchtund Frä�sse
zurückgehendenSatz.

Satz2.12
Die GrapheigenschaftP ist genaudannin FOde®nierbar, wennSpoilereineGewinn-
strategie im FOEF-Spielbzgl.P hat.

DasfolgendeKorollarweistdenWeg, derin denfolgendenKapitelnbestrittenwird.

Korollar 2.13
Falls Duplikator eine Gewinnstrategie im FO EF-Spielbzgl. P hat, so ist P nicht
de®nierbarin FO.

Bemerkung2.14
1. EinegenaueBetrachtungdesBeweisesvon Korollar 2.13ergibt, daûmanein-

zelneSpielrundenmit einzelnenFO-Quantorenidenti®zierenkann.Setztman
r 2 N im Schritt0 festundspieltweitermit diesemr , sonenntmandiesesSpiel
r -Runden FO-Spiel. Es gilt nun folgenderZusammenhangzwischenQuanto-
rentiefevonFO-FormelnundRundenzahlr im r -RundenFO-Spiel.

Satz2.15
Falls Duplikator dasr -RundenFO-Spielbzgl. P gewinnt, so ist P nicht aus-
drÈuckbarmittelseinerFormel' 2 FOmit Quantorenrang� r .

2. Ziel derfolgendenKapitelwird esdaheroft seinfÈur beliebigesr 2 N Strukturen
G0 2 P; G1 =2 P zu ®nden,sodaûDuplikatordasr -RundenSpielauf G0; G1

gewinnt.
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Dasmonadic NP Spiel

Nach obiger Bemerkungkann man eine Spielrundeim FO-Spielgerademit einem
FO-QuantoreinerFormel ' 2 FO in Bezugsetzen.InsbesonderekanneineGraph-
eigenschaftP nicht mittelseinerFO-Formel' mit Quantorenrangr de�niert werden,
fallsDuplikatoreineGewinnstrategie im r -RundenFO-Spielbzgl.P hat.
Die in monadicNP zus̈atzlichauftretendenmonadischenSO-Quantorendrückensich
im monadicNP-Spieldurchzus̈atzlichesogenannteFärbungsrunden aus.Hier die
RegelndesmonadicNP-Spielsbzgl.P:

0. SpoilerwähltParameterc;r 2 N.

1. Duplikatorwählt eineStrukturG0 2 P.

2. Duplikatorwählt eineStrukturG1 =2 P.

3. Spoilerwählt c MengenC1; : : : ; Cc � V (G0).

4. Duplikatorwählt c MengenD1; : : : ; Dc in V(G1).

Bemerkung:Die Schritte3 und4 bezeichnetmanauchalsFärbungsrunde, was
damitbegründetist, daßjederKnotenausV(G0) (undV(G1)) mit denFarben
C1; : : : ; Cc (D1; : : : ; Dc) gefärbt wird.

5. Für i � r wählt SpoilereinenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruktu-
ren G0; G1, danachwählt Duplikator einenbeliebigenKnoten in der anderen
Struktur.

Die in der i -ten RundegewähltenKnoten werdenmit ai 2 V(G0) und bi 2
V(G1) bezeichnet.

6. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

(G0 # f a1; : : : ; ar g; C1; : : : ; Cc; a1; : : : ; ar ) �= (G1 # f b1; : : : ; br g; D1; : : : ; Dc; b1; : : : ; br ):

Andernfallsgewinnt Spoiler.

DiesesSpiel charakterisiertmonadicNP in derselbenWeise,wie dasFO-SpielFO-
Logik charakterisiert.
Aufgrund der nicht vorkommendenAlternationenvon SecondOrder All- und Exi-
stenzquantorenin monadicNP könnendie SpielregelndesmonadicNP Spielszugun-
stendesDuplikatorsver̈andertwerden.
Diesesvon Ajtai undFagin([2]) modi�zierte SpielheißtAjtai-F agin Spiel undwird
in dieserArbeit auchoft monNP-Spielgenannt.
Im gewöhnlichenmonadicNP-Spielist esfür Duplikatorim allgemeinenviel schwerer
zu gewinnen.Da eine Gewinnstrategie für Duplikator eine Ausdrucksschẅachefür
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monadicNP bedeutet,wird in dieserArbeit ausschließlichdasAjtai-Fagin Spiel im
Zusammenhangmit monadicNPverwendet.
Esfolgendie RegelndesAjtai-FaginSpielsbzgl.P:

0. SpoilerwähltParameterc;r 2 N.

1. Duplikatorwählt eineStrukturG0 2 P.

2. Spoilerwählt c MengenC1; : : : ; Cc � V (G0).

3. Duplikatorwählt eineStrukturG1 =2 P.

4. Duplikatorwählt c MengenD1; : : : ; Dc � V (G1).

5. Für i � r wählt SpoilereinenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruktu-
ren G0; G1, danachwählt Duplikator einenbeliebigenKnoten in der anderen
Struktur.

Die in der i -ten RundegewähltenKnoten werdenmit ai 2 V(G0) und bi 2
V(G1) bezeichnet.

6. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

(G0 # f a1; : : : ; ar g; C1; : : : ; Cc; a1; : : : ; ar ) �= (G1 # f b1; : : : ; br g; D1; : : : ; Dc; b1; : : : ; br ):

Andernfallsgewinnt Spoiler.

Im UnterschiedzumgewöhnlichenmonadicNP-SpielmußsichDuplikator im Ajtai-
FaginSpielerstnachdemSpoilerG0 gefärbt hat,auf die Wahl von G1 festlegen.Dies
machtzwar, auf der einenSeiteDuplikator nicht mächtiger, in dem Sinne,daßer
Gewinnstrategienbzgl. einerGrapheigenschaftP hätte,die er nicht im gewöhnlichen
monadicNP Spiel hat, auf der anderenSeiteerleichtertes aberdasAuf�nden von
Gewinnstrategien im hohenMaße.EinegenauereBetrachtungzumVerḧaltnis dieser
beidenSpiele�ndet manin [12].
Esgilt nunfolgendezuSatz2.12analogeAussage:

Satz2.16(Ajtai-F agin)
EineGrapheigenschaftP ist genaudannin monadicNPde®nierbar, wennSpoilereine
Gewinnstrategie im Ajtai-Fagin-Spielbzgl.P hat.

Esfolgt sofortfolgendesKorollar:

Korollar 2.17
Falls Duplikator eine Gewinnstrategie im Ajtai-Fagin-Spielbzgl. P hat, so ist die
GrapheigenschaftP in monadicNP nichtde®nierbar.
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DasPFO(monNP)-Spiel

Nun wird daszur Logik PFO(monNP)geḧorendeSpiel vorgestellt.PFO(monNP)-
Formeln unterscheidensich von monadicNP-Formeln durch einenvorangestellten
FO-Quantorenblock.Im PFO(monNP)-Spiel,dessenRegeln nun folgen, drückt sich
dasin vorangestelltenFO-Spielrundenaus.

0. SpoilerwähltParameterr 1; c;r2 2 N.

1. Duplikatorwählt eineStrukturG0 2 P.

2. Duplikatorwählt eineStrukturG1 =2 P.

3. Für i � r 1 wählt SpoilereinenbeliebigenKnoten in einerder beidenStruk-
turenG0; G1, danachwählt DuplikatoreinenbeliebigenKnotenin deranderen
Struktur.

Die in der i -ten RundegewähltenKnoten werdenmit ai 2 V(G0) und bi 2
V(G1) bezeichnet.

4. Spoilerwählt c MengenC1; : : : ; Cc � V (G0).

5. Duplikatorwählt c MengenD1; : : : ; Dc in V(G1).

6. Für i � r 2 wählt SpoilereinenbeliebigenKnoten in einerder beidenStruk-
turenG0; G1, danachwählt DuplikatoreinenbeliebigenKnotenin deranderen
Struktur.

Die in der i -ten RundegewähltenKnoten werdenmit ai 2 V(G0) und bi 2
V(G1) bezeichnet.

7. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

(G0 # f a1; : : : ; ar 1 ; a1; : : : ; ar 2 g; C1; : : : ; Cc; a1; : : : ; ar 1 ; a1; : : : ; ar 2 )
�=

(G1 # f b1; : : : ; br 1 ; b1; : : : ; br 2 g; D1; : : : ; Dc; b1; : : : ; br 1 ; b1; : : : ; br 2 ):

Andernfallsgewinnt Spoiler.

Auchhiergilt einezuSatz2.12analogeAussage:

Satz2.18
EineGrapheigenschaftP ist genaudannin PFO(monNP)de®nierbar, fallsSpoilereine
Gewinnstrategie im PFO(monNP)-Spielbzgl.P hat.

Korollar 2.19
Falls Duplikator eineGewinnstrategie im PFO(monNP)-Spielbzgl. P hat,so ist die
GrapheigenschaftP in PFO(monNP)nichtde®nierbar.
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Bemerkung2.20
EineVereinfachungdesPFO(monNP)-Spielswie im Falle desmonadicNP-Spielsist
nicht mÈoglich. DieseVereinfachungberuhteganzwesentlichauf der Tatsache,daû
monadicNP Formelnmit einemBlock existentieller, monadischerSO-Quantorenbe-
ginnen.Im SpielentsprichtdasderWahlvonc Farbenin beidenStrukturen.DabeilÈaût
manzunÈachstSpoilerc Farbenin G0 wÈahlenundkannsichim Anschluû(!) andiese
FÈarbungaufeineStrukturG1 festlegen.Da im PFO(monNP)-Spielvor denFÈarbungs-
rundennochFO-Rundengespieltwerden,mÈussenbeideStrukturenG0; G1 vor Beginn
derFÈarbungsrundenfeststehen.

DerSchritt0 in denvorangegangenenEhrenfeucht-Frä�sseSpielenkommtin derStan-
dardliteraturso nicht vor. Stattdessengibt es zu jeder Parameterwahl ein spezielles
Spiel.Diesewerdenmit

� r -RundenFO-Spiel

� (c;r )-monNPSpiel

� (r1; c;r2)-PFO(monNP)Spiel

bezeichnet.Die Sätze2.12-2.18müssenmit diesenBezeichnungenwie folgt umfor-
muliertwerden:

Satz2.21
Eine GrapheigenschaftP ist genaudannin FO (monNP, PFO(monNP))de®nierbar,
wenneseineParameterwahl r 2 N ((k; r ) 2 N2; (r1; k; r2) 2 N3) gibt, sodaûSpoi-
ler eineGewinnstrategie im speziellenFO (monNP, PFO(monNP))Spielbzgl. dieser
Parameterwahl undP hat.

Analogdie UmformulierungderKorollare:

Korollar 2.22
SeiP eineGrapheigenschaft.FallsDuplikatorfÈur jedeParameterwahl r 2 N ((k; r ) 2
N2; (r1; k; r2) 2 N3) eineGewinnstrategie im speziellenFO (monNP, PFO(monNP))
Spiel bzgl. dieserParameterwahl und P besitzt,so ist die EigenschaftP nicht aus-
drÈuckbarin FO (monNP, PFO(monNP)).

Auch spricht man oft vom r -Runden((c;r )-monNP, (r 1; c;r2)-PFO(monNP))Spiel
auf G0; G1. In diesemFall sind sowohl die Parameterals auchdie Spielstrukturen
G0; G1 festgelegt. DasSpiel wird bzgl. dieserParameterund Spielstrukturenwie im
allgemeinenFall fortgesetzt.
Eine spezielle,in denKapiteln 5 und 6 ben̈otigte Art desPFO(monNP)Spielswird
mit (98)r 1 (c;r2)-PFO(monNP)Spielbezeichnet.Eshandeltsichdabeium eineForm
des(2r 1; k; r2)-PFO(monNP)Spieles,in demin denersten2r 1 SpielrundenSpoiler
jeweils abwechselndeinenKnotenausderStrukturG0 undderStrukturG1 ausẅahlt.
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Dies entsprichtder obenangedeutetenKorrespondenzvon FO-Spielrundenmit FO-
Quantoren.Insbesondereentsprichtein Allquantor einer Spielrunde,in der Spoiler
einenKnotenausG1 ausẅahlenmuß,hingegenein ExistenzquantoreinerSpielrunde,
in derSpoilereinenKnotenausG0 ausẅahlt.
Folgendes Korollar ergibt sich direkt aus obigen Korollar für das (r 1; c;r2)-
PFO(monNP)Spiel:

Korollar 2.23
Gewinnt Duplikator fÈur jede Parameterwahl (r1; c;r2) 2 N3 das (98)r 1 (c;r2)-
PFO(monNP)Spielbzgl.P, soist dieEigenschaftP nicht in PFO(monNP)ausdrÈuck-
bar.

2.5 MonadischeErweiterungen, Pr Èa®xeund Spiele

De�nition 2.24
SeiL einelogischeSprache.

a) L heiût monadisch, falls L � SO und L nur monadischeSO-Quantorenver-
wendet.

b) EineErweiterungL von L heiûtmonadischeErweiterung, falls L einemona-
discheSpracheist.

Insbesondereist die FormelmengeeinermonadischenSpracheimmereineTeilmenge
vonMSO := (9 j8 j9j8) � ' , wobei' 2 FO.

Bemerkung2.25
In dieserArbeit wird die AusdrucksstÈarke von monadischenErweiterungenvon mo-
nadicNPuntersucht.

Um AusdrucksschẅacheeinermonadischenSpracheL mit EF-Spielennachzuweisen,
wird manzun̈achstwiederumbestimmteParameterfestlegenundbzgl.dieserParame-
terdasSpielspielen.
Eine solchefestgelegte Parameterwahl kann durch monadischePr̈a�x e beschrieben
werden.Dazudie folgendeDe�nition.

De�nition 2.26
a) Ein monadischesPrä�x W ist eineTeilmengeausderMenge(9 � j8 � j9 � j8 � )� .

b) Daszu W komplemenẗare monadischePrä�x W entsteht,indemmanfÈur alle
w 2 W folgendeTransformationderSymboledurchfÈuhrt:

9 � ! 8 �

8 � ! 9 �

9� ! 8�

8� ! 9�
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Analog kannzu jedemElementw 2 W daskomplementÈareElementw 2 W
de®niertwerden.

c) JedesmonadischePrÈa®x W de®nierteinemonadischeSpracheL(W) . Die For-
melmengevonL(W) ist gegebendurch

L(W) = f w' ; w 2 W; ' 2 F O; Quantorentiefevon ' = 0g:

Analogde®niertjedesElementw 2 W einesmonadischenPrÈa®xeseinemona-
discheSpracheL(w) mit Formelmenge

L(w) = f w' ; ' 2 F O; Quantorentiefevon ' = 0g:

d) Mit � L (W ) wird derBoolescheAbschluûvonL(W) bezeichnet.

e) Mit PFO(W) wird derAbschluûvonL(W) bzgl.FO-Quanti®zierungbezeichnet.

f) Sei W ein monadischesPrÈa®x und w 2 W. Die Pr̈a�xdarstellung von w ist
eineKodierungvon w mittelsfolgenderbijektivenAbbildung:

P : (9 j8 j9j8 ) � ! ( f 9 ; 8 ; 9; 8g � N) � :

Sei w = w1 : : : wl 2 W und (l1; : : : ; l r ) derartgewÈahlt, daû wl i = � � � =
wl i +1 � 1 6= wl i +1 , dannist

P((w1; : : : ; wl )) := ((wl1 ; l1); (wl2 ; l2); : : : ; (wl r ; l r )) :

Die PrÈa®xdarstellungbeschreibtalsoein w 2 W durchAngabederLÈangevon
BlÈockenidentischerQuantoren.Die LÈangel einesSO-Quantorenblockesnennt
manauchFärbungszahl.

Dasw- und � w-Spiel

Sei W ein monadischesPr̈a�x und w 2 W. Jedemsolchenklein w (� w) läßtsich
ein speziellesEF-Spielzuordnen.Die Regeln diesesw-Spiels(� w-Spiels)werden
im Folgendenbeschrieben.Sieergebensichdirekt ausdenobenmehrfacherwähnten
KorrespondenzenzwischenbestimmtenSpielrundenundbestimmtenQuantorentypen.
Seiw = (w1; : : : ; wn) mit wi 2 f 9 ; 8 ; 9; 8g.

1. Duplikatorwählt G0 2 P.

2a. Duplikatorwählt G1 =2 P.

(2b. Im Falledes� w-SpielsentscheidetSpoilernun,obderweitereSpielverlaufmit
demmonadischenPr̈a�x w oderdemmonadischenPr̈a�x w fortgesetztwird.)
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3. Für i � n:

wi = 9: SpoilerwählteinenKnotenai 2 G0. Duplikatorantwortetmit einemKno-
tenbi 2 G1.

wi = 8: Spoilerwählt einenKnotenbi 2 G1. Duplikatorantwortetmit einemKno-
tenai 2 G0.

w i = 9 : SpoilerfärbtG0 mit einerFarbeA i . Duplikatorantwortetmit einerFärbung
B i vonG1.

w i = 8 : SpoilerfärbtG1 mit einerFarbeB i . Duplikatorantwortetmit einerFärbung
A i vonG0.

4. SeienA1; : : : ; A l ; a1; : : : ; ar und B1; : : : ; B l ; b1; : : : ; br die im Laufe desSpie-
les auf G0 und G1 gewähltenFarbenund Knoten(die Indizesmüssenhierbei
geeignetumnummeriertwerden).Duplikator gewinnt dasw-Spiel (� w-Spiel),
falls

(G0 # f a1; : : : ; ar g; A1; : : : ; A l ; a1; : : : ; ar )
�=

(G1 # f b1; : : : ; br g; B1; : : : ; B l ; b1; : : : ; br ):

In völliger AnalogiezudenobigenSpielenergebensichfolgenderSatzundKorollar.

Satz2.27
EineGrapheigenschaftP ist genaudannin L(W) (� L(W)) ausdrÈuckbar, wennesein
w 2 W gibt, sodaûSpoilereineGewinnstrategie im w-Spiel(� w-Spiel)bzgl.P hat.

Korollar 2.28
Falls Duplikator fÈur alle w 2 W eineGewinnstrategie im w-Spiel (� w-Spiel) bzgl.
derGrapheigenschaftP hat,soist diesenicht in L(W) (� L(W)) de®nierbar.

2.6 Spieltypen

Wir betrachtendiedurch
G � I H , G �= H

de�nierte Isomorphierelation � I auf Graphstrukturen mit Signatur
S=f E; R1; : : : ; Rl ; c1; : : : ; cmg. Es ist leicht zu zeigen, daß � I eine Äquivalenz-
relation ist. Ebensosiehtman leicht, daßdie Mengeder Äquivalenzklassenvon � I

abḧangigist vonderGrößedesUniversumsV(G). Die AnzahlderÄquivalenzklassen
kanndabeibeliebiggroßwerden.
Im vorherigenAbschnittwurdenEF-Spielefür bestimmtelogischeSprachenL de�-
niert.Durch

G � L H :, Duplikatorgewinnt dasL EF-SpielaufG undH
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wird eineweitereRelationaufGraphstrukturende�niert. Dieseist re�exiv undtransi-
tiv, abernicht notwendigsymmetrisch.Für viele logischeSprachenL ist � L jedoch
auchsymmetrischund damit eine Äquivalenzrelation.Insbesondereist die zum r -
RundenSpiel geḧorendeSpielrelation� r eineÄquivalenzrelation.Diesehat die an-
genehmeEigenschaft,daßdie Mengeder Äquivalenzklassennur von derSignaturS,
nichtabervonderGrößedesUniversumsabḧangt.Insbesonderegibt esnureinefeste
(endliche)Zahl von Äquivalenzklassen.DieseÄquivalenzklassenwerdenSpieltypen
zumSpielL genannt.

Bezeichnungen:
Für einigewichtige logischeSprachenL gibt esspezielleBezeichnungenfür die Re-
lation � L :

G � r H :( ) Duplikatorgewinnt dasr -RundenSpielauf G; H
G � c;r H :( ) Duplikatorgewinnt das(c;r )-monNPSpielauf G; H
G � w H :( ) Duplikatorgewinnt dasw-SpielaufG; H

Für denwichtigenFall desr -RundenSpielswerdenSpieltypenauchalsr -Typen be-
zeichnet.Derr -Typ einerGraphstrukturG wird auchmit � G

r bezeichnet.Im Folgenden
wird eineinduktiveDe�nition von � G

r vorgestellt.

De�nition 2.29
Seienx1; : : : ; x l 2 V(G).

� � G
0 (x1; : : : ; x l ) ist die S-IsomorphieklassevonG # f x1; : : : ; x l g.

� � G
r +1 (x1; : : : ; x l ) := f � G

r (x1; : : : ; x l ; x) ; x 2 V(G)g.

� � G
r := � G

r (; ).

FolgendesLemmazeigt,daßdamittats̈achlichderSpieltypdesr -RundenSpielsde�-
niert wird.

Lemma 2.30
SeienG0; G1 Graphstrukturen.Esgilt folgende ÈAquivalenz:

� G0
r = � G1

r , Duplikatorgewinnt dasr -RundenSpielaufG0; G1:

Die Unabḧangigkeit derAnzahlderSpieltypenvonderGrößedesUniversumsist Aus-
sagedesfolgendenLemmas.

Lemma 2.31
FÈur jedesr 2 N gibt esein Nr 2 N derart,daûesnurN r verschiedener -Typengibt.

Beweisefür die obigenLemmata�ndet manzumBeispielin [21].
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Kapitel 3

Verpackbarebuilt-in Relationen

Wie in der Einleitung beschrieben,kann man dieseArbeit grob in zwei Teile auf-
teilen. Dabei werdenzwei unterschiedlichemonadischeArten der Erweiterungvon
monadicNP betrachtet.In diesemund demfolgendenKapitel wird monadicNP um
bestimmtebuilt-in Relationenerweitert.DiesewerdenjeweilsaufAusdrucksschẅache
untersucht.Dazuwird gezeigt,daßsiemonadicNP nicht ausreichendversẗarken,um
Graphzusammenhangauszudr̈ucken.
Allgemein kannmandie Mengeder built-in Relationenmittels folgenderDe�nition
in die beidenKlassenstarke undschwache built-in Relationenaufteilen(siehedazu
auch[24]).

De�nition 3.1
a) Einebuilt-in RelationB aufGraphstrukturenheiûtstark, falls

monadicNP+ B + polynomiellesPadding= NP:

b) Einebuilt-in RelationB heiûtschwach, wennsienicht starkist.
PolynomiellesPaddingbedeutetdabei,daûdie Graphstrukturum polynomiell viele,
bzgl.derKantenrelationE, isolierteKnotenerweitertwird. DiesezusÈatzlichenKnoten
kÈonnengewissermaûenals Speicherbitsverwendetwerden.Eine formaleDe®nition
vonpolynomiellenPadding®ndetmanin [24].

Bemerkung3.2
Die RelationenBIT undADD sindBeispielefÈur starkebuilt-in Relationen.
Mit MethodendesfolgendenKapitelskanngezeigtwerden,daûdie Multiplikations-
relationMULT unendlich teilbar ist unddahereineschwachebuilt-in Relationist.

Was diese Aufteilung von built-in Relationenangeht,gibt es zum jetzigen Zeit-
punkteineklareTrennunghinsichtlichSpielbeweisen.Für einesehrreichhaltigeZahl
von schwachenbuilt-in Relationen(die in dieserArbeit erweitertwird) konntemit-
tels Ajtai-Fagin Spielengezeigtwerden,daßsie die Ausdruckssẗarke von monadic

24
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NP nicht ausreichendversẗarken,um Graphzusammenhangauszudr̈ucken (siehez.B.
[22],[23],[17]). Daherstellt sichdie Frage,ob diesvielleichtsogarfür alle schwachen
built-in Relationengilt.
Ganzim Gegensatzdazuwar esbishernicht möglich, einenderartigenSpielbeweis
auf Graphstrukturenmit starkenbuilt-in Relationenzu führen.Es ist sogarnochviel
gravierender, alsdieseAussagevermutenläßt.Bisherist esnochnicht gelungen,ein
irgendwiegeartetesAjtai-FaginSpielaufnicht isomorphenGraphstrukturenzugewin-
nen,wenndie Strukturenstarkebuilt-in Relationenenthalten.
Die De�nition von starken built-in Relationenliefert auchein plausiblesArgument
für die scheinbareHärtevon Spielbeweisenauf Graphstrukturenmit starken built-in
Relationen.Ein solcherSpielbeweis wäreder ersteder folgendenzwei Schrittezum
Beweisvonco-NP6= NP:

1. Schritt:Zeige,daßein co-NPvollständigesProblemP nicht ausdr̈uckbarist in
monadicNP+ starkebuilt-in Relation.

2. Schritt:Zeige,daßauchpolynomiellesPaddingnichtausreicht,umdasProblem
P zubeschreiben.

Fagin,StockmeyerundVardihabenin [13] folgendeVermutunggëaußert:

Vermutung 3.3
Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + beliebigebuilt-in Rela-
tionen.

AufgrundderobengeschildertendeprimierendenSituationmit starkenbuilt-in Rela-
tionenmachtesvielleicht Sinn,dasBlickfeld zun̈achstauf schwachebuilt-in Relatio-
neneinzuschr̈anken und zu versuchen,folgende,anhandbisherigerErfahrungenmit
schwachenbuilt-in Relationen,naheliegendeVermutungzubeweisen.

Vermutung 3.4
Graphzusammenhangist nichtausdrÈuckbarin monadicNP+ beliebigeschwachebuilt-
in Relation.

Dazuist esvermutlichzun̈achstnotwendig,einebrauchbareKlassi�zierungderMen-
gederschwachenbuilt-in Relationenzu �nden.
Ob allerdingsdie bisherigePraxis(wie esauchim erstenTeil dieserArbeit geschieht)
für ganzbestimmteKlassenvon schwachenbuilt-in Relationenzu zeigen,daßsie in
Bezugauf GraphzusammenhangkeineHilfe leisten,zumBeweisderzweitenVermu-
tungführenkann,erscheintmir eherfraglich.

3.1 Relationenklassen

In diesemunddemfolgendenKapitelwerdenzweineueKlassenvonbuilt-in Relatio-
neneingef̈uhrt.Dabeihandeltessichum:
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� verpackbarebuilt-in Relationen(Kapitel3) und

� unendlichteilbarebuilt-in Relationen(Kapitel 4).

BeideKlassenwerdenmittelsStrukturbedingungende�niert.

Bemerkung3.5
Eine weitere Struktureigenschaftvon Relationenist die von Kreidler eingefÈuhrte
(k; j )-Zerlegbarkeit.
De�nition:
Sei B = (Bn )n2 N einebuilt-in Relation.Sei vn ein Knotenmit maximalemGradin
Bn undM n dieMengeallerNachbarnvonvn .

a) B heiût (k; j )-zerlegbar, wennesfÈur alle l 2 N ein n 2 N gibt, so daûeine
MengeI n � M n existiert mit jI n j � l undeineMengeSn existiert mit jSn j �
k; vn 2 Sn ; I n \ Sn = ; , derartdaûfÈur alle x 6= y 2 In gilt:

N B n � Sn
j (x) \ N B n � Sn

j (y) = ; :

b) B heiûtzerlegbar, wennfÈur allej 2 N eink(j ) 2 N existiert,sodaûB (k(j ); j )-
zerlegbarist.

Kreidler hat in [17] gezeigt,daûGraphzusammenhangnicht in monNP+ zerlegbare
RelationausdrÈuckbarist. Auûerdemkonnteer von folgendenRelationenklassenzei-
gen,daûsiezerlegbarsind:

� WÈalder

� PlanareGraphen

� Graphenmit beschrÈankterBaumweite

� Graphenmit verbotenemMinor K k .

Im folgendenKapitel wird gezeigt,daûzerlegbareRelationenunendlichteilbarsind.
Die Klassederzerlegbarenbuilt-in Relationenist alsoeineUntermengederunendlich
teilbarenRelationen.

Bemerkung3.6
Die Vereinigungvonverpackbarenundunendlichteilbarenbuilt-in RelationenenthÈalt
zahlreiche(schwache)built-in Relationen.BeispielefÈur verpackbarebuilt-in Relatio-
nensind:

� Ordnung

� ÈAquivalenzrelationen
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� Relationenmit beschrÈankterBaumweite

BeispielefÈur unendlichteilbarebuilt-in Relationensind:

� maximalerGradno(1)

� x-built-in Relationen(sieheKapitel4)

� Relationenmit lokal beschrÈankterBaumweite

� Relationenmit lokal verbotenemMinor K k

� Teilbarkeitsrelation

� Multiplikationsrelation

Insbesondereumfaût die Vereinigungvon verpackbarenund unendlichteilbarenRe-
lationenalle built-in Relationen,von denenbisherAusdrucksschwÈacheim Bezugauf
monadicNP undGraphzusammenhangnachgewiesenwurde.DazufolgendeDe®niti-
on

De�nition
Einebuilt-in RelationB fÈur welchedieAussage

Graphzusammenhang=2 monadicNP+ B

bewiesenist (bis 2002),heiûtsehrschwach.

Die VereinigungvonverpackbarenundunendlichteilbarenRelationenenthÈalt allesehr
schwachenbuilt-in Relationen.Esstellt sichdaherdie folgendeFrage:

Gibt esschwachebuilt-in Relationen,die wederverpackbar, nochunendlichteilbar
sind,nocheineKombinationdieserbeidenStruktureigenschaftenbesitzen?
WasdabeieineKombinationdieserbeidenStruktureigenschaftenbedeutet,kannerst
in der Zusammenfassungvon Kapitel 3 und 4, im Anschluûan Kapitel 4, erlÈautert
werden.

3.2 VerpackbareRelationen

De�nition 3.7
SeiB = (Bn )n2 N einebuilt-in Relation.



28 KAPITEL 3. VERPACKBARE BUILT-IN RELATIONEN

a) EineTeilmengeP � [N ] (N 2 N) heiûtPaket, wenn

8x; �x 2 P; 8y 2 P c : BN xy ( ) BN �xy undBN yx ( ) BN y�x;

d.h. alle KnotenausP habenbzgl. der AußenweltP c dieselbenKanteneigen-
schaften.

b) EineTeilmengeP � [N ] heiûtl-Paket, wenneineAusnahmemengeA mit jAj �
l existiert,sodaû

8x; �x 2 P n A; 8y 2 P c : BN xy ( ) BN �xy undBN yx ( ) BN y�x;

d.h.bisaufdiemaximall AusnahmeknotenausA habenalleKnotenausP bzgl.
derAußenweltdieselbenKanteneigenschaften.

c) B heiût verpackbar, falls ein g; l 2 N existiert, so daûfÈur alle L; n 2 N ein
N0 2 N existiert derart,daûfÈur alle N > N0 auf [N ] L disjunktel-PaketePi

existierenmit n
g

� jPi j � n 8i = 1: : : L:

Grobgesprochenbedeutetdas,daûmanin einerverpackbarenbuilt-in Relation
beliebigvieledisjunktel-Pakete®ndenkann.

Im LaufediesesKapitelswerdenfolgendeSätzebewiesen:

Satz3.8
Graphzusammenhangist nichtausdrÈuckbarin monadicNP+ eineverpackbarebuilt-in
Relation.

Satz3.9
a) ÈAquivalenzrelationenmit lim sup(maxgrad(Bn )) = 1 sind verpackbar. Dabei

ist maxgrad(Bn ) dermaximaleGradvon Bn .

b) Relationenmit beschrÈankterBaumweitesindverpackbar.

Satz3.10
VerpackbareRelationensindschwachim Sinnevon De®nition3.1.

Zuerstwird Satz3.8bewiesen.Dazuwird die im FolgendenbeschriebeneEigenschaft
vonverpackbarenRelationenben̈otigt.

De�nition 3.11
SeiB eineRelation.

a) EineMengeP= f P1; : : : ; Pkg, derenElementePi disjunktel-Paketesind,heiût
l-Paketmenge.

Die GrÈoûeeinerl-Paketmengeist jjPjj = j [ k
i=1 Pi j =

P k
i=1 jPi j.
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b) SeienP= f P1; : : : ; Pmg und Q= f Q1; : : : ; Qng l-Paketmengen.P und Q sind
paketisomorph, wenn:

1) Esexistiertein B-Isomorphismusf : [ m
i=1 Pi ! [ n

i=1 Qi .

2) f jPi ist ein B-IsomorphismusvonPi nachQi .

3) f jPi bildet die Ausnahmeknotenvon Pi auf die Ausnahmeknotenvon Qi

ab.

Insbesondereist m=n.

DerfolgendeSatzbesagt,daßmanin verpackbarenbuilt-in Relationennichtnurbelie-
big viele l-Pakete(unddamitauchl-Paketmengen)�nden kann,sondernauchbeliebig
viele paarweisepaketisomorphel-Paketmengenbeliebiger Größe.
Wesentlichfür denBeweis ist dabeidie Tatsache,daßesnur endlichviele Paketiso-
morphietypenfür l-PaketmengenderGröße� K gibt.

Satz3.12
Sei B eine verpackbarebuilt-in Relation.Es existiert ein g; l 2 N so, daû fÈur alle
K ; L; n 2 N ein N0 2 N existiert derart,daûfÈur alle N > N0 auf [N ] L disjunkte,
paarweisepaketisomorphel-PaketmengenP i= (Pi 1; : : : ; Pim ) existierenmit

K � jjP i jj � K + n 8i = 1; : : : ; L und

n
g

� jPij j � n 8i = 1; : : : ; L; j = 1; : : : ; m:

Beweis:
SeienK ; L; n 2 N fest. Da B verpackbarist, existierenfesteg; l 2 N, welchedie
VerpackbarkeitsbedingungausDe�nition 3.11erfüllen. Die folgendenPunkteliefern
denBeweisdesSatzes:

� Es gibt nur endlich viele Paketisomorphietypenvon Paketmengender Größe
� K + n. Sei E die Anzahl dieserTypen.Dies kann direkt durch Abz̈ahlen
gezeigtwerden.

� Da B verpackbarist, existiereng; l 2 N derart,daßfür L = L � E ein N0 2 N
existiert so, daßfür alle N � N0 auf [N ] L disjunktel-PaketmengenP i der
GrößeK � jjP i jj � K + n existieren.Da esnur maximal E verschiedene
Paketisomorphietypenaufl-PaketmengendieserGrößegibt,müssenmindestens
L davon paarweisepaketisomorphsein. 2

NachdiesenVorbereitungenkannnun im folgendenAbschnittder Beweis von Satz
3.8geführt werden.



30 KAPITEL 3. VERPACKBARE BUILT-IN RELATIONEN

3.3 Beweisvon Satz3.8

DerBeweisvonSatz3.8basiertauf IdeenvonSchwentick,mit denenerbewiesenhat,
daßGraphzusammenhangnichtausdr̈uckbarist in monadicNP, auchbeiHinzunahme
einerbuilt-in Ordnung(siehe[23]). Insbesondereist Ordnungeineverpackbarebuilt-in
Relation.
WesentlichesHilfsmittel ist der starke Erweiterungssatzvon Schwentick,der Bedin-
gungenliefert unterdenenDuplikator dasFO-Spielauf zwei (gef̈arbten)Strukturen
A; B gewinnenkann.DieserSatzwird hier leicht ver̈andertdargestellt,sodaßer den
weiteruntenstehendenGegebenheitengen̈ugenwird.

Satz3.13(starker Erweiterungssatzvon Schwentick)
Seir > 0undS = (E; B ; C1; : : : ; Cc) eineSignaturmit zweistelligenRelationenE; B
undeinstelligenRelationenC1; : : : ; Cc. DabeiseiE einesymmetrischeRelation.
SeienA; A endlicheS-Strukturenund� ; �� DistanzfunktionenaufA; A.
SeienH1; : : : ; H l undH 1; : : : ; H l TeilmengenvonUA bzw. U �A derart,daû

N �
2r (H i ) \ N �

2r (H j ) = ; undN
��
2r (H i ) \ N

��
2r (H j ) = ; ; i 6= j:

Sei � j (x) := � (x; H j ) und �� j (x) := �� (x; H j ). DuplikatorhateineGewinnstrategie im
r -RundenFO-SpielaufA,A, falls folgendeBedingungengelten:

(i) FÈur alle j � l hat DuplikatoreineGewinnstrategie im r -RundenFO-Spielauf
(A # N �

2k (H j ); � j ) und(A # N ��
2k (H j ); �� j ).

(ii) Es gibt einenS-Isomorphismus� von A # (UA n (H1 [ � � � [ H l )) nachA #
(U �A n (H 1 [ � � � [ H l )) derart,daûfÈur alle x 2 UA n (H1 [ � � � [ H l ) undalle
j � l gilt:

� j (x) = �� j (� (x)) oder(� j (x) > 2r und �� j (� (x)) > 2r ):

(iii) FÈur alle j � l undallex 2 A; �x 2 A mit

� � j (x) = �� j ( �x) � 2r

� x; �x sindbzgl.C1; : : : ; Cc identischgefärbt,

undalley 2 A mit � j (y) > � j (x) + 1 gilt:

Bxy ( ) B �x� (y); Byx ( ) B � (y) �x und

Exy ( ) E �x� (y):

Beweis:siehe[23]

Weiterhinwird einekombinatorischeEigenschaftvon Permutationsgruppenben̈otigt.
Dazuzun̈achsteinekurzeEinleitung:
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Sn sei die symmetrischeGruppe auf f 1; : : : ; ng. Ein k-Zyklus wird durch
(i1; : : : ; i k); i j 6= ih für j 6= h bezeichnetund ist einePermutation,die i 1 auf i2, i2

auf i3, : : : ; i k auf i1 abbildet.JedePermutationläßtsichalsProduktvonelementfrem-
denZyklenschreiben.g 2 Sn heißtn-Zyklus, falls g = (i 1; : : : ; in ).
SeiH � Sn eineUntergruppevon Sn undg ein n-Zyklus. H heißtzykluserhaltend
bzgl.g undn, falls für alleh 2 H dasProduktgh wiederumein n-Zyklus ist. Folgen-
der Satzvon Coppersmithwird im Folgendeneinegeeignete,nicht zykluserhaltende
UntergruppeH garantieren.

Satz3.14(Coppersmith 94)
Sein groûgenug.Seig einn-ZyklusundH � Sn einezykluserhaltendeUntergruppe
bzgl.g undn. Danngilt:

jH j � n!
�

6
logn

� n

:

Beweis:siehe[4].

NunsinddieVorbereitungenabgeschlossen.Im Anschlußandie folgendeBemerkung
folgt derBeweisvonSatz3.8.

Bemerkung3.15
Schwentickhatin [23] gezeigt,daûGraphzusammenhangnichtausdrÈuckbarist in mo-
nadicNP + einelineareOrdnung.Eine genaueBetrachtungdesBeweisesliefert die
wesentlicheEigenschaftderOrdnungsrelation,die im BeweisbenÈotigt wird. Dieseist,
daûalle Knotenin einemIntervall I = f o;o + 1; : : : ; o + ng; o 2 N sich bezÈuglich
aller KnotenauûerhalbdesIntervallesI identischverhalten.DieseBeobachtungwar
derAusgangspunkt,welcherzurEinfÈuhrungdesBegriffesverpackbargefÈuhrt hat.
Der nachfolgendeBeweis orientiertsich daherstarkan SchwenticksMethoden.Die
wesentlicheneueBeweisschwierigkeit liegt in derArt undWeise,wie die built-in Re-
lationBn in die Graphstruktureingebettetwird.

Beweisvon Satz3.8:
Es muß gezeigtwerden,daßfür alle c;r 2 N Duplikator eine Gewinnstrategie im
(c;r )-monNPSpielbzgl. derMengederzusammenḧangendenGraphenmit verpack-
barerbuilt-in RelationB hat.Seienc;r 2 N fest.
Zunächstwird derSpielgraphG0 konstruiert.
Für n > 0 undeineFolge� = � 1; : : : ; � l von Permutationenauf f 1; : : : ; ng wird wie
folgt ein GraphG� de�niert:
Die Knotenvon G� seienvij ; i = 1; : : : ; l + 1; j = 1; : : : ; n. Esgibt eineKantevon
vij nachv̂i ĵ , falls:

� î = i + 1 undĵ = � i (j ) oder

� i = 1; î = l + 1 undj = ĵ .
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FolgendeSkizzezeigt G� für n = 3 und � = � 1; � 2; � 3; � 4 mit � 1 = (123); � 2 =
id; � 3 = (132) und� 4 = (12):

v11

v12

v13

v21

v22

v23

v31

v32

v33

v41

v42

v43

v51

v52

v53

Esgilt nunfolgendes,entscheidendesLemma:

Lemma 3.16
G� ist zusammenhÈangend ( )

Q l
i =1 � i ist einn-Zyklus.

Auf denleicht zu führendenBeweisdiesesLemmaswird hierverzichtet.
DerweitereBeweisablauforientiertsichanfolgendenIdeen:

� Für hinreichendgroßesn wähltDuplikatorG0 = G� . Dabeiist � einegeeignete
Permutationsfolge,die ausvielenidentischenTeilfolgenbestehenwird.

� Unabḧangigdavonwie SpoilerG0 färbt,existierenin � vielePermutationen,die
durchanderePermutationenersetztwerdenkönnen(� � ! � ), sodaßSpoiler
denUnterschiedzwischenG� und G� (mit identischerFärbung) in r Runden
nichtnachweisenkann.

� Es gibt eine KombinationderartigerErsetzungen,so daß� keinenn-Zyklus
liefert.

Schritt1: KonstruktiondesSpielgraphenG0.

Sei� 1; : : : ; � n! eineAufzählungvonSn undsei

' :=

 
n!Y

i =1

� i

! � 1

:
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SeienQi = id2r +1
; � i ; id2r +1

und R = '; Q1; : : : ; Qn!. Dabei bedeutet� n

dasHintereinanderschreibenvon n Permutationen� . Sei nun schließlich� =
(123� � � n)Rn!2n !

(= (123� � � n)R1 � � � Rn!2n ! ; 8i : Ri = R). Da dasProduktaller
PermutationenausR geradedie identischeAbbildungist, ergibt dasProduktal-
ler Permutationenaus� gerade(123� � � n). DerGraphG� ist alsonachLemma
3.16zusammenḧangend.SeiK i der Untergraphvon G0, derRi entsprichtund
L ij derUntergraphvonK i , derQj entspricht.

FolgendeSkizzeverdeutlichtdie Strukturvon � undL ij :

�z }| {
(12: : : n); R1; : : : ; Ri ; : : : ; Rn!2n !

z }| {
'; Q1; : : : ; Qj ; : : : ; Qn!
z }| {
id; : : : ; id; � j ; id; : : : ; id

L ij
�

�

�

�

�

�

�

�

�

	




�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Eswird nundie built-in RelationB in G� eingebettet.

Esexistierenn!22n! verschiedeneL ij (i = 1; : : : ; n!2n!; j = 1; : : : ; n!). JedesL ij

entḧalt genauK := (2r +2 + 2)n Knoten.Da B verpackbarist, existiert nach
Satz3.12ein N0; g; l 2 N derart,daßfür alle N > N0 auf [N ] n!22n! disjunkte,
paarweisepaketisomorphel-PaketmengenPi =f Pi 1; : : : ; Pim g existierenmit

K � jjPi jj � K + n 8i = 1; : : : ; n!22n! und

n
g

� jPih j � n 8i = 1; : : : ; n!22n!; h = 1; : : : m: (� )

DasEinbettenwird nun so durchgef̈uhrt, daßfolgendewichtige Bedingungen
gewährleistetsind:
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(B1) Einefestel-PaketmengePk wird dazudienen,einenfestenUntergraphL ij

aufzuf̈ullen.

(B2) Die StrukturenL ij ; i = 1; : : : ; n!2n!; j = 1; : : : ; n! sind paarweiseB-
isomorph.

(B3) Ein einzelnesl-Paket wird maximalin 2 SpaltenvonL ij eingebettet.

SeiPk =f Pk1; : : : ; Pkmg. L ij wird vonlinks obennachrechtsuntenspaltenweise
mit denl-PaketenausPk aufgef̈ullt. Dabeiwerdendie l-PaketederReihenach
vollständigausgescḧopft, bis L ij vollständigaufgef̈ullt ist (damitist B1 erfüllt).
Dies ist möglich, da jjPk jj � K , so daßeventuellam EndeeinigeKnotenaus
Pk übrig bleiben.Wegen(� ) folgt insbesondere,daßein festesl-Paket nur in
maximal2 SpaltenzumZugekommt(sieheB3).

Nun wird L ij mit ml + (g + 1) Farben(M 1; : : : ; Mml ; C1; : : : ; Cg+1 ) gef̈arbt.
Dabeiwerdendie erstenml Farbenverwendet,um die maximalml Ausnah-
meknotenausPk (jeweils maximal l Ausnahmeknotenin jedeml-Paket Pih )
unterschiedlichzu markierenunddie verbleibenden(g + 1) Farbenum jeweils
(g + 1) aufeinanderfolgendel-Paketeunterscheidbarzu machen(entscheidend
hierbeiist, daßwegen(� ) in einerSpaltemaximal(g+ 1) verschiedenel-Pakete
zumAuffüllenben̈otigt werden).

FolgendeSkizzeverdeutlichtdasVorgehenbeimAuffüllenvon L ij für folgende
Parameter:

� n = 6, r = 1

� � j = (123)(56)

� g = 3, l = 1

� P = f P1; : : : ; P16g

P1 = f p11; : : : ; p16g P2 = f p21; : : : ; p24g P3 = f p31; : : : ; p35g P4 = f p41; p42g
P5 = f p51; : : : ; p53g P6 = f p61; : : : ; p64g P7 = f p71; : : : ; p74g P8 = f p81; : : : ; p83g
P9 = f p91; p92g P10 = f pa1; pa2g P11 = f pb1; : : : ; pb6g P12 = f pc1; : : : ; pc5g
P13 = f pd1; : : : ; pd3g P14 = f pe1; : : : ; pe4g P15 = f pf 1; : : : ; pf 5g P16 = f pg1; : : : ; pf 6g

Die Markierungsfarbenfür Paketesind:weiß,grün,rot, gelb.

� Ausnahmemengen:M 1 = f p11g; M 6 = f p61g; M 15 = f pf 1g; M i = ; für
alleanderen1-Pakete.

Die MarkierungsfarbenderAusnahmeknotensind:grau,blau,schwarz.
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p11

p12p12p12

p13

p14

p15

p16

p21

p22

p23

p24

p31

p32

p33

p34

p35

p41

p42

p51

p52

p53

p61

p62

p63

p64

p71

p72

p73

p74

p81

p82

p83

p91

p92

pa1

pa2

pb1

pb2

pb3

pb4

pb5

pb6

pc1

pc2

pc3

pc4

pc5

pd1

pd2

pd3

pe1

pe2

pe3

pe4

pf 1

pf 2

pf 3

pf 4

pf 5

pg1

pg2

SeienVL ij = f vzs : z = 1; : : : ; n; s = 1; : : : ; K g; VL î ĵ
= f wzs : z =

1; : : : ; n; s = 1; : : : ; K g die KnotenmengenderTeilstrukturenL ij undL î ĵ . Da-
bei seiz derZeilenindex unds derSpaltenindex.

Sei
f ij; î ĵ : L ij ! L î ĵ ; vzs ! wzs

eineAbbildungvonL ij nachL î ĵ .

Da die l-PaketmengenPi paarweisepaketisomorphsind, kann das oben be-
schriebeneAuffüllenaufallenL ij derartdurchgef̈uhrtwerden,daßalleL ij paar-
weise(B ; C1; : : : ; Cg+1 ; M1; : : : ; Mml )-isomorphsind und die Abbildung f ij; î ĵ
ein IsomorphismusvonL ij nachL î ĵ ist (sieheB2).

Bemerkung3.17
Im weiterenVerlauf desBeweiseswird gezeigt,daûDuplikator fÈur alle i eine
großeMengeA i von Indexen®ndenkannderart,daûer einespaltenrespektie-
rende r -RundenGewinnstrategie auf L ij undL̂ i ĵ hat.Dabeiist ĵ 2 A i undL̂ i ĵ
der Teilgraph,der entsteht,indemmandie innerstePermutationvon L ij durch
� ĵ ersetzt.L ij und L̂ i ĵ unterscheidensich alsonur bzgl. der Kantenrelationin
derinnerstenPermutation.

Damitdieser -RundenStrategieauchglobalwirksamist,muûgewÈahrleistetwer-
den,daûgespielteKnotensichbezÈuglichderKnotenauûerhalbvonLij identisch
verhalten.

Die ml Farben(M 1; : : : ; Mml ) sorgenhierbeidafÈur, daûAusnahmeknoten(die
sichbezÈuglichderAuûenweltbeliebigverhaltenkÈonnen)identischgespieltwer-
den.
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Die g + 1 Farben(C1; : : : ; Cg+1 ) sorgendafÈur, daûDuplikator jeweils nur mit
Knoten auseinemfestenl-Paket antwortet. Diesehabendie Eigenschaftsich
bezÈuglichderAußenweltidentischzuverhalten.

Betrachtetmandie Situationsoweit, sohatmaneinenGraphenG� mit N Kno-
tenundeinebuilt-in RelationBN aufN Knoten(diesesN mußgem̈aßSatz3.12
geeignetgewählt wordensein).Dabeiist i.a. N < N . Der SpielgraphG0 muß
nunsogewähltwerden,daßBN vollständigaufihn abgebildetwerdenkann.Da-
zuwird G� umN � N Knotenerweitert,die in einerKettemiteinanderverbun-
denwerdenundangenaueiner markiertenStellemit demGraphG� verbunden
werden.Der soerhalteneGraphist naẗurlich weiterhinzusammenḧangendund
entsprichtbez̈uglich derKantenrelationE schonvollständigdemSpielgraphen
G0. Die Einbettungvon BN wurdeauf demTeilgraphenG� obende�niert. Die
FortsetzungdieserEinbettungauf G0 kannnun beliebiggeschehen.Damit ist
die KonstruktionvonG0 abgeschlossen.SpoilerfärbtnunG0 mit c Farben.

Bemerkung3.18
Um die Notationzu vereinfachen,stehtim Folgendenc fÈur die Anzahlder ins-
gesamtverwendetenFarben.Dasheiût:

c := c + ml + (g + 1):

Schritt2: KonstruktionvonG1.

(i) In jedemK i �ndet DuplikatoreinegroßeMengeA i vonIndizes,derartdaß
er eineGewinnstrategieaufallenPaarenL ij ; L i �j ; j; �j 2 A i ; hat:
JedesL ij bestehtausK := (2r +2 + 2)n Knoten.Sei� ij (x) derAbstandvon
x 2 L ij zu denbeideninnerstenSpaltenin L ij bzgl. der Kantenrelation
E. Esexistieren2cK verschiedeneFärbungenvon L ij . Dahergibt eseine
MengeA i vonIndizesmit jA i j � n!

2cK derart,daßalleL ij ; j 2 A i ; identisch
gef̈arbtsind.EsgibtnurN vieler -Spieltypenaufderartidentischgef̈arbten
L ij Strukturenmit Distanzfunktion.N hängtdabeinurvonc;r (damitauch
von ml + (g + 1)) unddemBildbereichvon � ij ab,nicht abervon n. Es
gibt alsoeineTeilmengeA i � A i mit jA i j � n!

2cK N derart,daßfür alle
j; �j 2 A i DuplikatoreineGewinnstrategie im r -RundenFO-Spielauf L ij

undL i �j hat,die � ij und� i �j respektiert.Auch sindL ij undL i �j in demFall
identischgef̈arbt.

(ii) Die möglichenÄnderungenvon � zu � könnenso gewählt werden,daß
G� nicht zusammenḧangendist:
Sei j i 2 A i fest.Ri (j ) seidie Permutationsfolge,die entsteht,wennman
in Ri diePermutation� j i durch� j ersetzt.DasProduktderPermutationen
ausRi (j ) sei� ij . Seiweiterhin

X i := f � ij ; j 2 A i g:
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X i ist alsoeineMengevon Permutationen,die mandurchVer̈anderungen
von L ij erḧalt, welchevom Spoilernicht nachgewiesenwerdenkönnen.
Es gibt 2n! Teilmengenvon Sn . � bestehtausn!2n! vielen Kopien von
R. Daherexistiert ein Y � Sn , welchesmindestensn!-mal unterdenX i

vorkommt.
SeiU � Sn dasErzeugnisvonY. Esgilt:

jUj � jY j �
n!

2cK N
:

Da N nicht von n abḧangtundK linear in n ist, existiert ein n0 2 N, so
daßfür allen � n0:

n!
2cK N

> n!
�

6
logn

� n

:

NachCoppersmithexistiert daherein g 2 U derart,daß(123� � � n)g kein
n-Zyklus ist. Da U von Y erzeugtwird und jSn j � n!, existierenein
m � n! und y1; : : : ; ym 2 Y mit g = y1 � � � ym . Da Y mindestensn!-
mal unter den X i vorkommt, existierenpaarweiseverschiedeneIndizes
i1; : : : ; im undj 1; : : : ; j m derart,daßfür alleq � m gilt:

� j q 2 A i q

� � i q j q = yq.

Sei nun G1 der Graph, der entsteht,indem man in G0 L i q j i q
durch

L i q j q ersetzt(q � m). Das Produktder Permutationenvon G1 ist dann
(123� � � n)y1 � � � ym = (123� � � n)g, waskein n-Zyklus ist. Folglich ist G1

nicht zusammenḧangend.
DuplikatorfärbtnunG1 identischzuG0.

Schritt3: DuplikatorhateineGewinnstrategieauf G0 undG1:
Für q � m sei Hq der Teilgraph,der ausden innerstenbeidenSpalten
von L i q j i q

in G0 bestehtund � q := � i q j i q
. Analog sind H q und � q auf G1

de�niert. Es wird nun gezeigt,daßG0; H1; : : : ; Hm und G1; H 1; : : : ; H m

die BedingungendesstarkenErweiterungssatzeserfüllen.
Zunächstgilt:

N � i
2r (H i ) \ N � j

2r (H j ) = ; = N � i
2r (H i ) \ N � j

2r (H j ) für i 6= j:

zu (i): Diesergibt sichdirekt ausderKonstruktion.
zu (ii): Setze� (x) = x für x =2 H1 [ � � � [ Hm .

zu (iii): E : Folgt direkt ausder Tatsache,daßzwei Punkte,derenAbstand
zueinandergrößerals1 ist, nichtmiteinanderverbundensind.

B: Seienx 2 G0 und �x 2 G1 undj � m mit
� � j (x) = �� j ( �x) � 2r
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� x; �x sindbzgl.SpoilersFärbungunddenml+( g+1) Hilfsfarben
identischgef̈arbt,

dannmüssenx; �x Knotenauseinemfestenl-Paket Px �x sein.Dies
folgt ausderArt undWeise,wie BN in G0 eingebettetwurdeund
derHilfsf ärbungmit (g + 1) + ml Farben(gleichgef̈arbteKnoten
innerhalbeinerSpaltesindauseinemfestenl-Paket).Esgibt nun
zweiFälle:

1. Fall: x =2 Ausnahmemengevon Px �x . Damit ist x mit keiner der
ml Ausnahmefarbengef̈arbt und somit �x auchnicht. Die Be-
dingung(iii) folgt ausdenEigenschaftenvon Knoteneinesl-
Paketes.

2. Fall: x 2 Ausnahmemengevon Px �x . Damit ist x dereinzigeKnoten
in L i q j i q

mit einerbestimmtenAusnahmefarbeM i . Selbigesgilt
nunaberfür �x undnachKonstruktiongilt x = �x, woraus(iii)
folgt.

Damit kannderstarke ErweiterungssatzangewendetwerdenundderSatz
ist bewiesen. 2

Bemerkung3.19
Wichtig fÈur den Beweis ist, daû nur eine verpackbarebuilt-in Relationvorkommt.
FÈur denFall vonzweiverpackbarenbuilt-in RelationenfunktionierenobigeMethoden
nicht.
NacheinemunverÈoffentlichtemErgebnisvon SchweikardtundSchwentickkannman
zweibuilt-in Ordnungen� 1; � 2 derart®nden,daû

monNP(� 1; � 2) = monNP(+) :

Da built-in Ordnungenverpackbarsind,wÈurdeein Beweisvon Satz3.8 fÈur zwei ver-
packbarebuilt-in Relationenzeigen,daûGraphzusammenhangnicht ausdrÈuckbarist
in monadicNP + built-in Addition.

3.4 Anwendungen

In diesemAbschnittwird gezeigt,daßbuilt-in Ordnungen,built-in Äquivalenzrelatio-
nen(unterbestimmtenBedingungen)undbuilt-in Relationenmit beschr̈ankterBaum-
weiteverpackbarsind.
Damit ergibt sich direkt, daßGraphzusammenhangnicht ausdr̈uckbarist in monadic
NP+ einebuilt-in RelationausdiesenKlassen.
Im Falle von built-in Ordnungenundbuilt-in Relationenmit beschr̈ankterBaumweite
handeltessichum bekannteAusdrucksschẅache-Resultate.
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3.4.1 Ordnungen

Satz3.20
Built-in Ordnungensindverpackbar.

Beweis:
Ergibt sichdirektausderBeobachtung,daßjedesIntervall einPaket ist. 2

3.4.2 ÈAquivalenzrelationen

Satz3.21
Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + beliebigeÈAquivalenzre-
lationA.

Beweis:
SeiA =(An )n2 N einebeliebigebuilt-in Äquivalenzrelation.Esmüssenzwei Fälle un-
terschiedenwerden:

1. Fall: Esexistierteinn0 2 N, sodaßfür allen � n0 An Maximalgradno(1) hat.Dann
folgt die BehauptungausSatz4.7.

2. Fall: Falls Fall 1 nicht eintritt, existiert ein � > 0, so daßfür jedesN0 2 N ein
N � N0 existiert derart,daßAN MaximalgradgrößeralsN � hat.Insbesondere
gibt es in AN eine ÄquivalenzklassëAK mit jÄK j � N � . Da jeder Knoten
ausÄK genaumit allen anderenKnotenausÄK verbundenist, kannmanaus
dieserÄquivalenzklassebeliebigviele,beliebiggroßel-Paketebilden.Damit ist
in diesemFallediebuilt-in RelationA verpackbarunddieBehauptungfolgt aus
Satz3.8. 2

Bemerkung3.22
Satz3.21 lÈaût sich auchleicht direkt beweisen,indemmandasbekannte ein Kreis
vs. zwei KreiseSpielauf einergroßen ÈAquivalenzklassespieltundbeachtet,daûsich
dannalleKreisknotenbzgl.derAußenweltidentischverhalten.

3.4.3 Relationenmit beschrÈankter Baumweite

Auch built-in Relationenmit beschr̈ankterBaumweitesind verpackbar. Damit kann
Graphzusammenhangnicht ausgedr̈uckt werdenin monadicNP + einebuilt-in Rela-
tion mit beschr̈ankterBaumweite.DiesesErgebniskonnteauchschonvon Kreidler in
[17] (mit völlig anderenMethoden)gezeigtwerden.
Kreidlerzeigt,daßbuilt-in Relationenmit beschr̈ankterBaumweitezerlegbarsind(sie-
heBemerkung3.5).Dabeiist derNachweisderZerlegbarkeit (ausmeinerSicht)deut-
lich aufwendigerundweit wenigerintuitiv, alsderNachweisvonVerpackbarkeit.
ZunächsteinigeDe�nitionen:
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De�nition 3.23
SeiG ein Graph,T ein Baummit Wurzel root(T) undV = (Vt )t2 T eineFamilie von
KnotenmengenVt � V (G). Wir nennendasPaar(T; V) eineBaumzerlegungvon G,
wenndie folgendendreiBedingungenerfÈullt sind:

(T1) V(G) = [ t2 T Vt .

(T2) Zu jederKantee von G gibt esein t 2 T, so daûVt beideEndknotenvon e
enthÈalt.

(T3) Falls t1; t2; t3 Knotenin V(T) sindundt2 auf einemT-Pfadvon t1 nacht3 liegt,
danngilt Vt1 \ Vt3 � Vt2 .

De�nition 3.24
a) Sei(T; V) eineBaumzerlegungeinesGraphenG. Durch

W((T; V)) := maxfj Vt j � 1; t 2 Tg

istdieWeitederBaumzerlegung(T; V) de®niert.DiekleinsteWeiteeinerBaum-
zerlegungvonG heiûtBaumweitetw(G) vonG.

b) SeiB= (Bn )n2 N einebuilt-in Relation.B hatbeschr̈ankte Baumweite, fallsein
k 2 N existiert,sodaûtw(Bn ) � k fÈur allen 2 N.

FolgendeDe�nition wird die BeweisführungdesfolgendenSatzes̈ubersichtlicherge-
stalten:

De�nition 3.25
Sei(T; V) eineBaumzerlegungeinesGraphenG. Seit 2 V(T).

a) Der ant hÈangendeTeilbaumvon T wird mit Tt bezeichnet.t ist die Wurzelvon
Tt .

b) VTt := [ t2 Tt Vt ist die Mengealler KnotenausG, die in derTeilbaumzerlegung
(Tt ; V) vorkommen.

c) Seient1; : : : ; t l die Kinder von t. tmax seidasjenigeKind t i von t, fÈur dasjVTt i
j

maximalwird. ExistierenmehreresolcheKinder, sosei tmax ein beliebigesaus
dieserMenge.

Satz3.26
Built-in Relationenmit beschrÈankterBaumweitesind verpackbar. Der Parameterg
kanndabeijedebeliebigenatÈurlicheZahlungleich1 sein.

Beweis:
Sei B einebuilt-in Relationmit beschr̈ankterBaumweite.Sei k := maxn2 N tw(Bn )
die Baumweitevon B.
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Zu zeigenist:
Esexistiert ein l 2 N derart,daßfür alle L; n; g 2 N; g � 2 ein N0 2 N existiert so,
daßfür alleN � N0; L disjunktel-PaketePi mit n

g � jPi j � n existieren.
Eswird bewiesen,daßl = 2k gewähltwerdenkann.
Sei(T0; V) eineBaumzerlegungvon BN mit minimalerBaumweite.
Der folgende Algorithmus liefert bei Eingabeeiner markierten Baumzerlegung
(T i � 1; V) und der MengeP= [ i � 1

j =1 Pj aller Knoten,die in vorherigenl-Paketenver-
wendetetwerden,dasi -te PaketPi .
Weiterhin liefert der AlgorithmuseinemarkierteBaumzerlegung(T i ; V), mit deren
Hilfe dasnächstel-PaketPi +1 berechnetwerdenkann.
MarkierteBaumzerlegungbedeutethierbei,daßeinigeKnotenin T i � 1 markiertsein
können.
Der Algorithmusist alsoinduktivzu verwenden.Beginnendmit derEingabe(T 0; V)
undP= ; wird P1 und(T1; V) berechnet.Mit (T1; V) undP= P1 wird P2 und(T2; V)
berechnetusw.

Algorithmus

Eingabe:markierteBaumzerlegung(T i � 1; V) undP= [ i � 1
j =1 Pj

Ausgabe:l-PaketPi undmarkierteBaumzerlegung(T i ; V)

01 Pi := ; ; T := T i � 1;
02 if(Es existiert kein markierter Punkt in T ) then

// dies passiert nur bei Berechnung von P1.
03 t0 = root (T i � 1);
04 else

// falls es markierte Knoten gibt

05a t0 := Ein beliebiger markierter Knoten derart,
daß in Tt0 keine markierten Knoten vorkommen;

// Suche einen Knoten, dessen Unterbaum Tt0 keine
// weiteren markierten Knoten enth ält.

05b th := t0 // Hilfsknoten f ür Beweis von Satz 3.31

06 if ( t0 == root (T i � 1)) or (| VTt 0
nP| � n

g ) then
// Falls kein markierter Knoten existiert oder ausreichend viele
// neue Knoten (außerhalb von P) in VTt 0

liegen
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07 repeat // Baum runterlaufen bis zum ersten mal
08 t0 := (t0)max ; // ein Unterbaum weniger als
09 until jVTt 0

n Pj � n; // n neue Knoten enth ält.
10 Pi = VTt 0

nP; T := T n Tt0 ;
11 while ( jPi j < n

g ) dof // Falls Tt0 zu wenige Knoten enth ält,
12 t0 = (vater (t0))max ; // m̈ussen weitere Unterb äume von
13 Pi := Pi [ VTt 0

nP; // vater( t0) erg änzt werden.
14 T := T n Tt0 ; g // Diese werden aus T entfernt.
15 markiere vater( t0); // Vater von t0 muß markiert werden, da

// er eventuell Ausnahmeknoten enth ält.

16 else f
// falls VTt 0

zuwenig neue Knoten enth ält, verzichte auf diese.

17 T := T n Tt0 ;

18 repeat
19 repeat

// Den Baum aufw ärts laufend, wird der erste Knoten gesucht,
// der entweder markiert ist oder gen ügend neue Knoten in
// seinem Teilbaum enth ält

20 t1 := t0; // Hilfsknoten: Merkt sich den Sohnknoten
21 // von dem man gekommen ist
22 t0 := vater (t0);
23 until ( jVTt 0

n f P [ VTt 1
gj � n

g ) or ( jVTt 1
n Pj � n

g ) or ( t0 ist markiert) ;
24 if jVTt 0

n f P [ VTt 1
gj � n

g then f
// Falls VTt 0

n f P [ VTt 1
g ausreichend viele neue Knoten f ür Pi enth ält.

25 markiere t0; // t0 könnte Ausnahmeknoten enthalten.
26 T := T n Tt1 ; // Verzichte auf die Knoten aus Tt1 (max. 2n

g viele).
// Diese ẅurden weitere Ausnahmeknoten liefern.

27 wiederhole Zeilen 7-15; Ende; g
// (Tt0 ; V) ist nun eine Baumzerlegung ohne markierten Knoten,
// aber ausreichend vielen neuen Knoten. Um Pi zu bestimmen, kann
// ebenso vorgegangen werden, wie bei der Bestimmung von P1.

28 else if jVTt 1
n Pj � n

g then f
// falls VTt 1

n P ausreichend viele neue Knoten f ür Pi enth ält.
// Bem.: n

g � jVTt 1
n Pj � 2n

g

29 Pi := VTt 1
n P; // max. 2k Ausnahmeknoten.

30 T := T n Tt1 ;
31 markiere t0; Ende; g
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32 else
// Falls auf dem Weg bis zum nächsten markierten Knoten nicht
// ausreichend viele neue Knoten gesammelt werden können,
// verzichte auf Tt0 n f t0g. Das sind max. 2n

g viele Knoten.
33a T := T n f Tt0 n t0g;
33b th := t0 // Hilfsknoten f ür Beweis von Satz 3.31
34 until True = False; // Endlosschleife

g

Die Grundidee,die hinterdemAlgorithmussteckt,ist die Tatsache,daßdie Knoten-
mengeVTt 0

einesTeilbaumesTt0 nur überdie KnotenausVt0 mit Knotenaußerhalb
von VTt 0

verbundenseinkönnen.Daherbildendie KnotenausVTt 0
für jVt0 j � k ein

k-Paket.
DasfolgendeSchemabeschreibtdenProgrammablauf.v(t) stehtdabeifür denVater-
knotenvon t.

i = 1: Berechnungvon P1.

� jVTv ( t 0 )
j > n

� jVTt 0
j � n

� Zeilen10-15liefernP1.

� Knotenin Vv(t0 ) könnenim weiterenVerlaufAusnah-
meknotenwerden.Daherwird v(t0) markiert.

� root(T0)

�

�

v ( t 0 )

t 0

Tt0

i ! i + 1: Sei t0 ein markierterKnotenin T i derart,daßin Tt0 keineweiteren
Knotenmarkiertsind.Falls in Tt0 ausreichendviele neueKnotenvorkommen,
dasbedeutetjVTt 0

nPj � n
g , kannanalogzumFall i = 1 verfahrenwerden.

Falls jVTt 0
nPj < n

g wird zun̈achstTt0 ausT i gelöscht.Dabei verzichtet man
auf wenigerals n

g Knoten.Im Anschlußwird der Baumsukzessive nachoben
abgelaufen.Sei dabeit0 der aktuelleKnotenund t1 der Sohnknoten,von dem
mangekommenist. In jedemSchrittmüssenvier Fälle unterschiedenwerden:
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1. jVTt 0
n f P [ VTt 1

gj � n
g :

� jVTt 0
n f P [ VTt 1

gj � n
g

� jVTt 1
j < 2n

g , sonstwäredie repeat-Schleifeaus
Zeile 19schonvorherabgebrochenworden.

� LöscheTt1 ausT i .

+

� root(T i )

�

�

t 0

t 1Tt0

Tt1

� Markieret0.

� jVTt 0
n f Pgj � n

g

� Tt0 entḧalt ausreichendviele neueKnotenund
nurderKnotent0 ist markiert.Auf Tt0 kannal-
sowie im Fall i = 1 verfahrenwerden.

� root(T i )

� t 0

Tt0
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2. jVTt 1
nP j > n

g :

� jVTt 1
nP j � n

g

� jVTt 1
nPj � 2n

g , sonstwäredie repeat-Schleife
ausZeile19schonvorherabgebrochenworden.

� In Tt1 sindkeinemarkiertenKnoten.Die Men-
ge VTt 1

nP mit AusnahmemengeVt1 ist ein k-
PaketgeeigneterGröße.SetzePi +1 = VTt 1

nP.

� root(T i )

�

�

t 0

t 1Tt0

Tt1

3. t0 ist markiert:

� jVTt 0
n f P [ VTt 1

gj < n
g

� jVTt 1
nP j < n

g

� LöscheTt0 . Dassindwenigerals2n
g Knoten.

� SetzeAufwärtslaufenfort.

� root(T i )

�

�

t 0

t 1Tt0

Tt1

4. KeinerderdreiFälle1.-3.tritt ein: SetzeAufwärtslaufenfort.

Korr ektheit desAlgorithmus:

Induktionüberi .

i = 1: Die EingabebeiBerechnungvonP1 bestehtausderBaumzerlegung(T 0; V) von
BN (T0 entḧalt keinemarkiertenKnoten)undderMengeP = ; .

Da T0 keinemarkiertenKnotenentḧalt, wird P1 in denZeilen 07-15berech-
net.Man siehtleicht, daßder Algorithmusin diesemFalle eineMengeP1 mit
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n � jP1j > n
g zurückliefert (sieheZeile 09 + 11). P1 ist eineVereinigungvon

VTt 0
; : : : ; VTt r

, wobeit0 : : : ; t r jeweilsdenselbenVaterknotent in T 0 haben(Zei-
len 12-14).Aufgrund der De�nition von Baumzerlegungsind die Knotenaus
P1 \ Vt dieeinzigenKnotenausP1, diemit KnotenaußerhalbvonP1 verbunden
seinkönnen.Da jVt j � k ist P1 ein k-Paket.

i ! i + 1 : Um dieKorrektheitfür beliebigesi > 1 zubeweisen,zun̈achsteinige
Hilfslemmata:

Lemma 3.27
In einemDurchlaufdesAlgorithmuswerdenmaximalzweiKnotenmarkiert.

Beweis:

Nur in denZeilen 15, 25 und 31 wird ein Knotenmarkiert.DieseZeilen wer-
denim Laufe desAlgorithmushöchstenseinmalbearbeitet.Dabei ist esnicht
möglich,daßalledreiZeilenbearbeitetwerden. 2

Lemma 3.28
In L DurchlÈaufendesAlgorithmuswird maximalauf 2 � L � 2n

g Knotenvon BN

verzichtet.

Beweis:

Dies folgt sofort ausLemma3.27,da nur aufgrundeinesmarkiertenKnotens
vonT aufmaximal2n

g Knotenverzichtetwird (Zeilen17,26 und33a). 2

Bemerkung: Um zu garantieren,daßman L disjunktek-Pakete �nden kann,
mußwegendesletztenLemmasdieGrößeN desUniversumsmindestensL � 4�
n
g + Ln betragen.

Lemma 3.29
Ein Wurzelwegin einemBaumT ist ein Weg (root(T)=: w0; w1; : : : ; wn) in T
mit vater(wi +1 ) = wi . Ein Wurzelweg ist alsoeinWeg mit Abwärtsrichtung und
Startknotenroot(T).

FÈurallej = 0; : : : ; L liegenallemarkiertenKnotenausTj aufeinemWurzelweg
in T j .

Beweis:

Induktionnachj.

j = 0: In T0 ist kein Knotenmarkiert.

j ! j + 1:
NachVoraussetzungexistiert ein Wurzelweg W j := (wj

0; : : : ; wj
n = t0) in

T j . EswerdennundieverschiedenenProgrammabl̈aufeuntersucht.
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1. jVTt 0
nPj � n

g (Zeilen06-15):
In Zeile 15 wird ein Knotenin Tt0 markiert.Esist leicht einengeeig-
netenWurzelweg in T j +1 zu �nden.

2. 1. trif ft nicht zu. Tt0 wird gelöscht(Zeile 17). Von t0 auswird der
BaumT j (derWurzelweg W j ) aufwärtsabgelaufen,bis einerderfol-
gendenFälleeintritt (Zeilen18-34):
2a. jVTt 0

n f P [ VTt 1
gj � n

g (Zeilen24-27):

Da t0 2 W j existiert n̂ < n mit t0 = wj
n̂ . In Zeile 26 wird Tt1

gelöschtund damit die Knoten wj
n̂+1 ; : : : ; wj

n . t0 wird markiert
(Zeile 25) und im weiterenVerlauf wird nur nochein Knotenin
Tt0 markiert(Zeile 27).Ein geeigneterWurzelweg für T j +1 kann
leichtbestimmtwerden.

2b. jVTt 1
nP j � n

g (Zeile28-31):

Da t1 2 W j existiert n̂ < n mit t0 = vater(t1) = wj
n̂ . In Zeile

30wird Tt1 gelöscht.In Zeile 31 t0 markiertundderAlgorithmus
terminiert.W j +1 := (wj

0; : : : ; wj
n̂) ist ein geeigneterWurzelweg

in T j +1 .
2c. Weder2a.noch2b. In Zeile33wird Tt0 nf t0g gelöscht.Dannwird

2. wiederholt.

2

Lemma 3.30
Esgilt

a) T i � T j ; i < j .

b) T i ; i > 0 unterscheidetsichvon T 0 nurunterhalbvonmarkiertenKnoten.

Beweis:a) DerEingabebaumwird im Algorithmusnichterweitert.

b) Immer wennein Teil desEingabebaumesT i gelöschtwird, wird der Vater-
knotendiesesTeilesmarkiert. 2

Satz3.31
Der Algorithmusliefert fÈur alle i = 2; : : : ; M ein 2k-Paket Pi . Diesesindpaar-
weisedisjunktundesgilt

n
c

� jPi j � n:

Beweis:

DasersteundzweiteLemmagarantieren,daßbei ausreichendgroßemGrund-
raum[N ] immergen̈ugendKnotenin (T i ; V) übrigbleiben,umweiter2k-Pakete
zukonstruieren.

DerAlgorithmusliefert für alle i = 2; : : : ; L eineMengePi . Für diesegilt:
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(1) n
g � jPi j � n:
Dieswird garantiertdurchdie Zeilen(paare)(9,11),24 und28.

(2) Esgibt maximal2k Knotenin Pi , diemit KnotenaußerhalbvonPi verbun-
densind:
Hier mußunterschiedenwerden,ob der Algorithmusin Zeile 15,27oder
31 terminiert:

15: Die Begründungentsprichtderobigenfür denFall i = 1.
27: Aufgrundvon Lemma3.29ist im TeilbaumTt0 nachEntfernungvon

Tt1 nur nochder Knotent0 markiert.Damit entsprichtdie Situation
derjenigenfür denFall i = 1.

31: Aufgrund der De�nition von beschr̈ankterBaumweite,der Tatsache,
daßnur die Knotent1 und th in Tt1 markiertsind und Lemma3.30
b), kanndie KnotenmengeVTt 1

nur überKnotenausVt1 oderVth mit
KnotenaußerhalbvonVTt 1

verbundensein.DiesebeidenMengenent-
haltenmaximal2k Knoten.

Damit ist die Behauptungbewiesen. 2

3.5 VerpackbareRelationenbezÈuglich Padding

Mit dembisherGezeigtenist esleicht zu sehen,daßGraphzusammenhangauchnicht
in

monadicNP+ eineverpackbarebuilt-in Relation+ beliebigesPadding

ausdr̈uckbarist.
Im Beweisvon Satz3.8 wurdeeineRestmenge zu einerKetteverbundenundanden
dort konstruiertenGraphenG� geḧangt.DieseRestmengekanndurchVergrößerung
desStartuniversumsbeliebiggroßwerden.Die KnotendieserRestmengewerdenim
Spielverlauf desBeweiseskonstantgespielt.Man kannalsobeliebigviele Padding-
knotenausdieserRestmengescḧopfen.Damit ist auchSatz3.10bewiesen.
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Kapitel 4

Unendlich teilbare built-in-Relationen

Im vorherigenKapitelwurdedieKlassederverpackbarenRelationende�niert undbe-
wiesen,daßessichdabeium schwachebuilt-in Relationenhandelt.Desweiterenwur-
degezeigt,daßGraphzusammenhangnicht ausdr̈uckbarist in monNP+ verpackbare
built-in Relation.Verpackbarkeit ist eineStruktureigenschaftvon built-in Relationen
mit globalemCharakter.
In diesemKapitel wird die Klasseder unendlichteilbarenbuilt-in Relationenein-
geführt.
UnendlicheTeilbarkeit ist eineStruktureigenschaftvonbuilt-in Relationenmit lokalem
Charakter. Eswird gezeigt,daßGraphzusammenhangnicht ausdr̈uckbarist in mona-
dicNP + unendlichteilbarebuilt-in Relation.Im Anwendungsabschnittwird gezeigt,
daßeinegroßeMengevonbuilt-in Relationenunendlichteilbarsind.

4.1 Unendlich teilbarebuilt-in Relationen
De�nition 4.1
Eine built-in RelationB heiût unendlich teilbar , falls fÈur alle d 2 N ein ld 2 N
existiert, sodaûfÈur alle L 2 N ein n 2 N existiert derart,daûeineMengeAn � [n]
mit jAn j � ld undeineMengeX = f x1; : : : xL g � [n] existierenmit

N B n � A n
d (x i ) \ N B n � A n

d (x j ) = ; fÈur alle i 6= j 2 f 1; : : : ; Lg:

Einebuilt-in Relationist alsounendlichteilbar, wennmandurchLöschungvon maxi-
mal ld Knotenbeliebigvieledisjunkted-Umgebungen®ndenkann.

De�nition 4.2
a) Eine built-in RelationB heiût endlos, falls ein l 2 N existiert, so daûfÈur alle

D 2 N ein n 2 N undeineMengeAn � [n] mit jAn j � l existierenderart,daû

diam(Bn � An ) � D :

50
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Dabeiist diam(G)der DurchmessereinesGraphenG, d.h.dergrÈoûteendliche
AbstandzweierKnotenin G.

Eine built-in RelationB ist alsoendlos,wennder Durchmesservon Bn durch
Entfernungvonmaximall Knotenbeliebiggroûwerdenkann.

b) Einebuilt-in RelationB heiûttr ennbar, falls ein l 2 N existiert,sodaûfÈur alle
N 2 N ein n 2 N undeineMengeAn � [n] mit jAn j � l existierenderart,daû

jf Zusammenhangskomponentenin Bn � Angj � N:

Einebuilt-in RelationB ist alsotrennbar, wennBn durchEntfernenvonmaximal
l Knotenin beliebigvieleZusammenhangskomponentengetrenntwird.

Eine ganzeReihevon built-in Relationensind unendlichteilbar. Dazuder folgende
Satz.

Satz4.3
a) x-built-in Relationensindunendlichteilbar.

b) ZerlegbareRelationensindunendlichteilbar.

c) Built-in Relationenmit beschrÈankterBaumweitesindunendlichteilbar.

d) Built-in Relationenmit lokal beschrÈankterBaumweitesindunendlichteilbar.

e) Built-in Relationenmit verbotenemMinor K k sindunendlichteilbar.

f) Built-in Relationenmit lokal verbotenemMinor K k sindunendlichteilbar.

g) Endlosebuilt-in Relationensindunendlichteilbar.

h) Trennbarebuilt-in Relationensindunendlichteilbar.

Beweis:

zua) sieheSatz4.10.

zub) folgt direktausderDe�nition vonZerlegbarkeit.

zuc) folgt ausb) undErgebnissenvonKreidler (siehe[17]).

zud) wird in diesemKapitelbewiesen.

zue) folgt ausb) undErgebnissenvon Kreidler (siehe[17]). DirekterBeweisim Ab-
schnitt4.3.2.

zu f) wird in diesemKapitelbewiesen.



52 KAPITEL 4. UNENDLICH TEILBARE BUILT-IN-RELATIONEN

zug) Gibt esin Bn � An einenWeg der Länge2dL, sokönnenleicht L Knotenauf
diesemWeg gefundenwerden,die paarweisedisjunkted-Umgebungenin B n �
An haben.

zuh) leicht zuzeigen.

Bemerkung4.4
Im weiterenVerlaufdiesesKapitelswird unteranderemgezeigt,daûunendlichteilbare
built-in Relationenschwach sind. Insbesonderesind endloseund trennbarebuilt-in
Relationenschwach.Mansieht,daûstarkebuilt-in Relationenin gewisserWeisedicht
seinmÈussen.Dasbedeutet,daûin einerstarkenbuilt-in RelationB

1. Knoten innerhalbeiner ZusammenhangskomponenteMaximalabstanddB ha-
ben.DabeihÈangtdB nurvonB, abernicht vonn ab.

2. maximal zB viele Zusammenhangskomponentenexistieren. Dabei hÈangt zB
wiederumnurvonB undnicht vonn ab.

4.2 Monadic NP + unendlich teilbare built-in Relatio-
nen

In diesemAbschnittwird mit Hilfe einerVerallgemeinerungvonSchwentick'sErwei-
terungssatzgezeigt,daßGraphzusammenhangnicht in monadicNP+ unendlichteil-
barebuilt-in Relationausgedr̈uckt werdenkann.Die Verallgemeinerungbestehtdarin
einekonstanteAnzahlvon Knotenkonstantzu spielen(untenwerdendiesgenaudie
AusnahmeknotenAn ausder De�nition von unendlichteilbar sein).Ansonstenent-
sprichtder Beweis demvon SchwentickgeführtenKreis vs.Doppelkreis Beweis für
built-in Relationenmit Gradno(1) (siehe[22]).

Satz4.5(schwacherErweiterungssatz,Schwentick)
Seien

� r > 0 undS=(E,B)eineSignatur.

� A ; �A endlicheS-Strukturenmit gleichemUniversum[n].

� H bzw. �H Teilstrukturenvon A bzw. �A .

� � = �� : [n] � [n] ! N Distanzfunktionen.

� � H := � (x; H ); � �H := � (x; �H ) undschlieûlich

� A := f a1; : : : ; alg � [n] die MengederKnotenmit
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( � (ai ; H ) > 2r unddistA (ai ; H ) � 2r )

oder

( � (ai ; �H ) > 2r unddist �A (ai ; �H ) � 2r ).

Dabeiist distA (dist �A ) die kanonischeDistanzfunktionaufA ( �A ).
DuplikatorhateineGewinnstrategie im r -RundenFO-SpielaufA ; �A , wenn:

(i) Die StrukturenA n H und �A n �H identischsindund

(ii) DuplikatoreineGewinnstrategie im r -RundenFO-Spielauf

(A # N �
2r (H ); � H ; a1; : : : ; al ) und( �A # N ��

2r ( �H ); � �H ; a1; : : : ; al )

hat.

Beweis:siehe[21].

Satz4.6
Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + unendlichteilbarebuilt-
in Relation.

Beweis:
Seienc;r 2 N undB eineunendlichteilbarebuilt-in Relation.
SeienAn � f 1; : : : ; ng; jAn j � l2r undf x1; : : : ; xL g � f 1; : : : ; ng eineKnotenmenge
mit paarweisedisjunkten2r -Umgebungenin Bn � An . DieseMengeexistiert da B
unendlichteilbarist.

Konstruktion von G0:

SeiX i := N B n � A n
2r (x i ).

Durch

� (x; y) :=

8
>><

>>:

jdistB n � A n (x i ; x) � distB n � A n (x i ; y)j;

falls x; y 2 X i für i 2 f 1; : : : ; Lg

1 ; sonst

wird eineDistanzfunktionauf [n] de�niert.
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y

x

x i

X i

� (x; y)

z

� (x; z) = � (y; z) = 1

Mit N � werdenim FolgendenUmgebungenin Bezugauf die Distanzfunktion� be-
zeichnet.

Ketten:
Es werdennun (analogzum Beweis von Schwentick)zun̈achstdie Knoten der d-
UmgebungenX i zu Kettenaufgereiht, welcheim Anschlußzu einemKreis mitein-
anderverbundenwerden.

Mit N �
= d(x i ) := N �

d (x i ) nN �
d� 1(x i ) wird dieMengederKnotenmit � � Abstandd von

x i bezeichnet.
Die Kette K i entsteht, indem der Reihe nach die Knoten
N �

=1 (x i ); N �
=2 (x i ); : : : ; N �

=2 r (x i ) andenKnotenx i angeḧangtwerden.

x i N �
=1 (x i ) N �

= d(x i )

Dadurcherḧalt manL KettenK 1; : : : ; K L . Jeweils zwei aufeinanderfolgendeKetten
K i ; K i +1 werdenzu DoppelkettendK i;i +1 verbunden,indemder Knotenx i mit dem
Knotenx i +1 verbundenwird (dabeiseioBdA L gerade).



MONNP + UNENDLICH TEILBARE BUILT-IN RELATIONEN 55

x i N �
=1 (x i ) N �

= d(x i )

x i +1 N �
=1 (x i +1 ) N �

= d(x i +1 )

G0 entstehtindemmanalle Doppelkettenzu einemKreis miteinanderverbindetund
die verbleibendenKnoten(die in keiner2r -UmgebungX i liegen)zu einerKetteauf-
reiht undmit einemfestenKnotenbverbindet.

G0

x i x i +1

x jx j +1

��

��

x1

xL

� �

� �

�

	

b 
 An
� �

Offensichtlich ist G0 zusammenḧangend. Spoiler färbt nun G0 mit c Farben
F 0

1 ; : : : ; F 0
c .

Konstruktion von G1:

SeiS= (E; B ; � ; F1; : : : ; Fc; x; c1; : : : ; cl ) eineSignatur.
EsexistierennurM verschiedener -Typenbzgl.derSignaturS.
Sei X +

m := (G0 # X m [ An ; F 0
1 ; : : : ; F 0

c ; xm ; a1; : : : ; al ) die 2r -Umgebung von xm

erweitertumSpoilersFärbungF 0
1 ; : : : ; F 0

c unddie Knotenxm undAn = f a1; : : : ; alg
alsKonstanten.
FallsL großgenuggewähltwird, existiereni 6= j mit

(� r (X +
i ); � r (X +

i+1 )) = (� r (X +
j ); � r (X +

j +1 )) (#)
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G1 entstehtausG0 indemdie Kanten(x i ; x i +1 ); (x j ; x j +1 ) gelöschtwerdenund die
Kanten(x i ; x j +1 ); (x j ; x i +1 ) hinzugef̈ugtwerden.

G1

x i x i +1

x jx j +1

��

��

x1

xL

� �

� �

�

	

b 
 An
� �

Offensichtlichist G1 nicht zusammenḧangend.
DuplikatorfärbtG1 identischzurSpoilersFärbungvonG0.
Mittels desschwachenErweiterungssatzes4.5siehtman,daßDuplikatordasr -Runden
SpielaufG0; G1 gewinnt.
Seidazu

� A = G0; �A = G1,

� H = f x i ; x i +1 ; x j ; x j +1 g = �H (dabeientḧalt H die entsprechendenKnotenaus
G0, �H die KnotenausG1),

� � = �� wie obende�niert und

� A = An .

Bedingung(i) ist offensichtlich.Bedingung(ii) folgt leicht aus(#) . 2

4.3 Anwendungen

In diesemAbschnittwird bewiesen,daßfolgendebuilt-in Relationenunendlichteilbar
sind:

� x-built-in Relationen

� Relationenmit verbotenemMinor K k

� Relationenmit lokal verbotenemvollständigenMinor

� Relationenmit lokal beschr̈ankterBaumweite
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4.3.1 x-built-in Relationen

Zunächstwird eineKlassevonbuilt-in Relationenbetrachtet,diedurchGradbedingun-
gencharakterisiertist. DasbisherstärksteErgebnisin dieserRichtungist derfolgende
Satzvon Schwentick:

Satz4.7(Schwentick95)
Sei f : N ! N mit f (n) = no(1) . Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin
monadicNP+ endlichvielebuilt-in Relationenmit Maximalgradf (n).

Bemerkung: Die BeweisideediesesSatzesentsprichtder Beweisideevon Satz4.2.
Im VerlaufdesBeweiseswird insbesonderegezeigt,daßbuilt-in Relationenmit obiger
Gradbedingungunendlichteilbarsind.

EinegenaueBetrachtungdesBeweiseszeigt,daßobigeGradbedingungabgeschẅacht
werdenkann.Dazudie folgendeDe�nition:

De�nition 4.8
Eine built-in RelationB= (Bn )n2 N heiût x-built-in Relation,falls sie der folgenden
BedingunggenÈugt:

Esexistiertein 
 < 1 undeinn0 2 N, sodaûfÈur allen � n0 ein � n ; � n mit � n + � n < 

existiertderart,daûfolgendesgilt:

1. Esexistiertein f : N ! N mit f (n) = no(1) so,daûmindestensn � n� n Knoten
vonBn Maximalgradf (n) haben.

Diesesf wird im FolgendenGradfunktion vonB genannt.

2. Alle Knotenin Bn habenGrad� n� n .

Bemerkung4.9
Es ist ein ungelÈostesProblem,ob GraphzusammenhangausdrÈuckbarist in monadic
NP + BIT. Insbesondereist BIT einestarke built-in Relation.Eine Betrachtungder
Gradstrukturvon BITn (BIT Relationauf [n]) liefert folgendeAufteilung (OBdA sei
n = 2m ):

� Die Knotenf 1; : : : ; lg ng habenGrad n
2 .

� Die Knotenf lg n + 1; : : : ; ng habenGrad� lg n.

De®niertman�n und� n mittels

� lg n = n� n () � n # 0)

� n
2 = n� n () � n " 1)
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sosiehtman,daûin BITn (maximal)n� n Knotenmit Grad� n� n und� n� n existieren.
Alle anderenKnotenhabenGrad� lg n. Mansiehtleicht,daû� n + � n # 1.
BezÈuglich Gradbetrachtungenliegenstarke built-in Relationen(BIT) und schwache
built-in Relationen(x-built-in) alsosehrdichtbeieinander.

Eswird nungezeigt,daßx-built-in Relationenunendlichteilbarsind.

Satz4.10
EineMengeB 1; : : : ; B m vonx-built-in Relationenist unendlichteilbar.
Dabeiist eineRelationenmengeR 1; : : : ; R m unendlichteilbar, wenndie durch

8n 2 N; 8x; y 2 [n] Rnxy ( ) 9i 2 f 1; : : : ; mg mit Ri
nxy

de®niertebuilt-in RelationR unendlichteilbarist.

Darausergibt sichdirekt:

Korollar 4.11
Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + endlichviele x-built-in
Relationen.

Beweisvon Satz4.10:
SeienB 1; : : : ; B m = f (B 1

n )n2 N; : : : ; (B m
n )n2 Ng beliebigex-built-in Relationen.

Sei f i : N ! N die Gradfunktionvon B i . Dannist durchf := m � max(f 1; : : : ; f m )
eineuniverselleGradfunktionfür B 1; : : : ; B m de�niert. Insbesonderegilt f = no(1) .
Die Idee desBeweisesist zu zeigen,daßes eine ausreichendgroßeKnotenmenge
M gibt, derenKnotenbez̈uglich B 1

n ; : : : ; B m
n ausreichendweit weg von allenKnoten

großenGradessind.InnerhalbdieserMengeist esleicht eineKnotenmengezu �nden,
derenKnotenpaarweisedisjunkted-Umgebungenhaben.DazufolgendeDe�nition:

De�nition 4.12
Ein Knotenx 2 [n] hatgroßenGrad bezÈuglich B1

n ; : : : ; B m
n , falls ein i 2 f 1; : : : ; mg

existiert,sodaûderB i
n -Gradvonx grÈoûeralsfi (n) ist.

FolgendesLemmapräzisiertobigeBeweisidee.

Lemma 4.13
SeiJ n die MengeallerKnotenaus[n] mit groûenGradbezÈuglichB1

n ; : : : ; B m
n . Dann

gilt fÈur alled 2 N:

jNd(J n )j � n
 n � f (n)d mit 
 n < 1:

Dabeiist Nd(J n ) = [ x2J n Nd(x) die d-UmgebungvonJ n .

BeweisdesLemmas:
Induktionnachm.
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m = 1: NachDe�nition von x-built-in Relationexistiert für alle n � n0 ein � n ; � n

mit � n + � n < 1 derart,daßalleKnotenGradkleinern� n habenundnurmaximal
n� n Knotenmit Gradgrößeralsf (n) existieren.J n ist dieMengedieserKnoten.
Dadied-UmgebungvonJ n maximalwird, fallsdied-UmgebungenallerPunkte
ausJ n nicht überlappen,kannmanfür dieAbscḧatzungannehmen,daßfür alle
x; y 2 J n ; x 6= y gilt:

Nd(x) \ Nd(y) = ; :

Wie manleicht sieht,gilt dann:

jNd(x)j � 1 + n� n (1 + f (n) + f (n)2 + � � � + f (n)d� 1) � n� n f (n)d:

Damit folgt:
jN d(J n )j = j[ x2J n Nd(x)j � n� n n� n f (n)d:

DiesbeweistdenFall m = 1.

m ! m + 1: Sei J n
1;:::;m � 1 die Menge aller großen Knoten bez̈uglich

(B n
1 ; : : : ; B n

m� 1). SeiJ n
m die Mengealler großenKnotenbez̈uglich B m

n . Offen-
sichtlichgilt:

J n = J n
1;:::;m � 1 [ J n

m

undjN d(J n )j wird maximal,wennN d(J n
1;:::;m � 1) \ Nd(J n

m ) = ; . In diesemFall
gilt:

jN d(J n )j =
�
�Nd(J n

1;:::;m � 1)
�
� + jN d(J n

m )j
I :V:
� n
 m � 1

n f (n)d + n� n n� n f (n)d �

� 2nmax( 
 m � 1
n ;� n + � n ) f (n)d � n
 n f (n)d;

wobei� n + � n < 1 undmax(
 m� 1
n ; � n + � n ) < 
 n < 1.

2
Da f (n) = no(1) , existierenein n0 2 N und� < 1 derart,daßfür allen � n0 gilt:

jN d(J n )j � n� :

Dasbedeutet,daßmindestensn � n� Knotenaus[n] Mindestabstandd vonallenKno-
tenmit großemGradhaben(alsoalle KnotenausJ n ). SeiM die MengedieserKno-
ten.Für M gilt also:

Nd� 1(M ) \ J n = ; :

InsbesonderehabenalleKnotenausN d� 1(M ) Grad� f (n).
Eswird nuninduktiv gezeigt,daßin derMengeM beliebigvieleKnotenmit paarwei-
sedisjunkterd2 := d� 1

2 -Umgebung (bzgl. (B 1
n ; : : : ; B m

n )) gefundenwerdenkönnen.
Dad beliebiggewähltwerdenkann,ist derSatzbewiesen.
Seienalsox1; : : : ; xL KnotenausM mit paarweiserdisjunkterd2-Umgebung.Nach
De�nition vonM gilt:
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jN 2d2 (x1; : : : ; xL )j � L � (1 + f (n) + � � � + f (n)2d2 ) � L � f (n)2�d2+1 :

Fallsalso
L � f (n)2d2+1 � n � n� � jMj ; (� )

existiert ein xL +1 2 M derart,daßdie Knotenx1; : : : ; xL +1 paarweisedisjunkted2

Umgebungenhaben.Da f (n) = no(1) , gilt (� ) für ausreichendgroßesn. 2

Bemerkung4.14
Die entscheidendeEigenschaftvon x-built-in Relationen,welcheim obigenBeweis
verwendetwurde,ist die ExistenzeinerausreichendgroûenKnotenmengeM derart,
daûalleKnotenausN d(M ) Maximalgradf (n) = no(1) haben.

Dieslegt folgendeDe�nition nahe:

De�nition 4.15
SeiB= (Bn )n2 N einebuilt-in Relation.

a) B heiût (d;N )-f-beschränkt, falls ein n0 2 N existiert, sodaûfÈur alle n > n0

eineTeilmengeM � [n] existiertmit

� jMj � N .

� FÈur alle x 2 Nd(M ) gilt gradB n (x) � f (n).

b) B heiûtf-beschränkt, wennB fÈur alled;N 2 N, (d;N )-f-beschrÈanktist.

FolgendeSätzeergebensichdirekt ausdemBeweisvon Satz4.10oderkönnenleicht
analogzudiesemgezeigtwerden:

Satz4.16
Sei f (n) = no(1) . Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbar in monadicNP + f-
beschrÈanktebuilt-in Relationen.

Satz4.17
a) x-built-Relationensindf-beschrÈankt,mit f (n) = no(1) .

b) Seien B1; : : : ; Bm x-built-in Relationen. Dann ist das Relationentupel
(B1; : : : ; Bm ) f-beschrÈanktmit f (n) = no(1) .

4.3.2 Built-in Relationenmit verbotenemMinor K k

In diesemAbschnittwird gezeigt,daßbuilt-in Relationenmit verbotenemMinor K k

unendlichteilbar sind.Damit folgt direkt, daßdiesebuilt-in RelationenmonadicNP
nicht ausreichendversẗarken,um Graphzusammenhangauszudr̈ucken.DiesesErgeb-
nis konnteKreidler schonin [17] beweisen.Der dort vorgestellteBeweis ist äußerst
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kompliziertundsehrlang.Die KürzeundEleganzdesfolgendenBeweisesist einIndiz
für die SẗarkederEigenschaftunendlich teilbar.
Zunächstdie notwendigenDe�nitionen im Zusammenhangmit verbotenenMinoren.

De�nition 4.18
SeiG ein Graphmit KantenrelationE.

a) DerGraphG� x entstehtausG, indemderKnotenx gelÈoschtwird.

b) Seienx; y 2 VG mit Exy. Der GraphGx= y entstehtdurch Kontraktion der
Knotenx mit y. Dasbedeutet,daûderKnoteny ausG gelÈoschtundderKnoten
x zusÈatzlichmit allenKnotenverbundenwird, mit deneny verbundenwar. Man
bezeichnetdieseKontraktionauchmit K (y ! x).

De�nition 4.19
SeiG ein Graph.

a) G hateinenMinor K k , falls durcheineFolgevon KontraktionenundLÈoschun-
geneinGraphG gebildetwerdenkann,dereinenK k alsTeilgraphhat.

b) SeiX := f x1; : : : ; xkg � VG eineKnotenmengeausG. G hateinenMinor K k

mit Minorknoten X , falls eineFolge von Kontraktionen(K i ) existiert derart,
daû

� KeineKontraktionK i kontrahiertzweiKnotenausX .

� FÈur jedeKontraktionKi , die einenKnotenx 2 X mit einemKnoteny 2
VG n X kontrahiert,gilt K i = K (y ! x).

� NachDurchfÈuhrungderKontraktionenKi bildendie KnotenausX einen
K k .

Die MengeX nenntmaneineMinormenge von G.

Nun nocheinige bekannteLemmataausder Graphentheorie(auf die Beweisewird
hier verzichtet):

Lemma 4.20
DervollstÈandigebipartiteGraphKk� 1;k � 1 hateinenMinor K k .

Lemma 4.21(Ramsey)
FÈur jedesN 2 N existiert ein n(N ) derart,daûjederGraphG mit jVG j � n(N ) einen
K N odereinenK N alsTeilgraphenenthÈalt.

DerBeweisdesfolgendenSatzesist Inhalt diesesAbschnittes.

Satz4.22
Built-in Relationenmit verbotenemMinor K k (k 2 N) sindunendlichteilbar.
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Damitergibt sichsofort

Korollar 4.23
Graphzusammnhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + einebuilt-in Relationmit
verbotenemK k .

Bemerkung4.24
Satz4.22lÈaûtsichauchalsgraphentheoretischeAussageformulieren.SeidazuG ein
Graphmit verbotenemMinor K k . FÈur d 2 N ®ndetmanein ld 2 N derart,daûfÈur
alle L 2 N ein n(L) existiert, so daû falls jVG j � n(L), maneineMengeAG mit
jAG j � ld undKnotenx1; : : : ; xL 2 VG mit paarweisedisjunktend-Umgebungenin
G � AG ®ndet.

Beweisvon Satz4.22:
Induktionüberdie Umgebungsweited.

d = 0: klar.

d ! d + 1 : Gesuchtist ein ld+1 , so daßfür beliebigesL 2 N (mindestens)
ein n 2 N, eineMengeAd+1

n � [n] mit jAd+1
n j � ld+1 undeineMengeX d+1 =

f x1; : : : ; xL g existierenderart,daßin Bn � Ad+1
n dieKnotenausX d+1 paarweise

disjunkte(d + 1)-Umgebungenhaben.

NachInduktionsvoraussetzungexistierteinld, sodaßfür N0 2 N beliebig,(min-
destens)ein n 2 N, eine MengeAd

n � [n] mit jAd
n j � ld und eine Menge

X d = f x1; : : : ; xN0 g � [n] existierenderart,daßin Bn � Ad
n dieKnotenausX d

paarweisedisjunkted-Umgebunghaben.

Die Knotenmengevon Bn � Ad
n kanndurch

VB n � A d
n

= N B n � A d
n

d (X d)
�
[ Y

�
[ Z

disjunktzerlegt werden.DabeiseiY dieMengederKnoten,dieAbstandd+ 1zu
mindestenseinemKnotenausX d haben,aberin keinerd-UmgebungderKnoten
ausX d liegen.

FolgendeSkizzeverdeutlichtdieStrukturvonBn � Ad
n . GestrichelteLinien deu-

tenmöglicheVerbindungenzwischenKnotenmengenan.
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x1 x i xN0

N d(x1) N d(x i ) N d(xN0 )

Y Z

Im VerlaufdesBeweiseswird gezeigt,daßeseinegroßeTeilmengeX d+1 � X d

gibt, mit jX d+1 j � L derart,daßdie KnotenausX d+1 paarweisedisjunkte(d +
1)-Umgebungenin Bn � Ad+1

n haben.Dabeiist Ad+1
n eineObermengevon Ad

n

mit jAd+1
n j = jAd

n j + (k � 1). Mit ld+1 = ld + (k � 1) ist derSatzbewiesen.

Es stellt sich daherdie Frage,unterwelchenBedingungenzwei Knotenx i ; x j

ausX d überlappende(d+ 1)-Umgebungenin Bn � Ad
n haben.Dazudiefolgende

De�nition unddasfolgendeLemma:

De�nition 4.25
Zwei Knotenx i ; x j 2 X d sind schwachverbunden, wennx i ; x j in Bn � Ad

n
Èuberlappende(d + 1)-Umgebungenhaben.

Die Knotensindstark getrennt, wennsienicht schwachverbundensind.

Lemma 4.26
Zwei Knotenx i ; x j 2 X d sind genaudannschwachverbunden,wenneineder
beidenfolgendenBedingungenerfÈullt ist:

a) Zwei RandpunkteausN d(x i ) undNd(x j ) sindmiteinanderverbunden.

b) Zwei RandpunkteausN d(x i ) undNd(x j ) sindmit einem(gemeinsamen)
Punkty 2 Y verbunden.
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a)

x i x j

N d(x i ) N d(x j )

b)

x i x j

N d(x i ) N d(x j )

Y

In fünf Schrittenwird derGraphBn � Ad
n vereinfachtohnedabeirelevanteIn-

formationenzuverlieren:

1.Schritt: Für alle i = 1; : : : ; N wird die d-Umgebungvon x i in denKnotenx i kon-
trahiert.

2.Schritt: Alle Knoten,derenAbstandzu allen x i 2 X d größerals 1 ist (diessind
geradedie KnotenausZ), werdengelöscht.

Bemerkung: DiesegelöschtenKnotenhabenkeinenEin�uß auf die (d +
1)-UmgebungderKnotenausX d.

3.Schritt: Alle KantenzwischenKnotenin Y werdengelöscht.

Bemerkung: DerbishererzeugteGraphwird mit Bn bezeichnet.Die Kno-
tenmengevonBn wird durch

VB n
= X d

�
[ Y

disjunkt zerlegt. Dabeiist Y in Bn eineunabḧangigeMenge,d.h. esgibt
keineKantenzwischenKnotenin Y.
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Bn : x1 x i xN

Y

Lemma 4.27
FallsBn einenMinor K k hat,dannauchBn .

Beweis:

Bn entstehtausBn durchLöschungvonKantenundKnotenunddurchKontrak-
tion vonKnoten. 2

FolgendesLemmafolgt direkt ausderKonstruktionundLemma4.26:

Lemma 4.28
Zwei Knotenx i ; x j 2 X d sindgenaudannschwachverbunden,wenn

� x i undx j in Bn verbundensind,oder

� ein y 2 Y existiert,mit Bn (x i ; y) undBn (y; x j ).

4.Schritt: Die Knotenx i ; x j 2 X d werdenmiteinanderverbunden,fallssieübereinen
KnotenausY schwachverbundensind.

5.Schritt: Alle KnotenausY werdengelöscht.Der so erzeugteGraphwird mit Bn

bezeichnet.Die KnotenmengediesesGraphenist X d.
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Bn : x1 x i xN

FolgendesLemmafolgt direkt ausderKonstruktion:

Lemma 4.29
Zwei Knotenx i ; x j 2 X d sindgenaudannschwachverbunden,wennsie in Bn

miteinanderverbundensind.

NachLemma4.21existiertbeigeeigneterWahlvonN0, für N1 2 N beliebig,in
Bn ein TeilgraphK N1 oderein TeilgraphK N1 . DiesebeidenFälle werdennun
getrenntbetrachtet:

1.Fall: Esexistiertein K N1 .
Nach Lemma4.29 sind dannmindestensN1 Knoten ausX d paarweise
nicht schwachverbunden(starkgetrennt).Dasbedeutet,daßdieseKnoten
paarweisedisjunkte(d + 1)-Umgebungenin Bn � Ad

n haben.Mit N1 = L
ist derSchrittgezeigt.

2.Fall: Esexistiertein K N1 .

SeiX 1
d := f x11; : : : ; x1N 1 g � X d eineKnotenmenge,die in Bn einenK N1

bildet.
Die Knotenin X 1

d sind alsopaarweiseschwachverbunden.Es wird sich
aberzeigen,daßdurchLöschungwenigerKnotenausY einegroßeMenge
von Knotenin X 1

d paarweisestarkgetrenntwerdenkann.
SeiY 1 � Y dieMengederKnotenausY, die in Bn mit mindestenseinem
KnotenausX 1

d benachbartsind.SeiB1 := Bn # (X 1
d [ Y 1).

Der Kern desBeweisesbestehtin derKonstruktionvon absteigendenFol-
gen X 1

d � X 2
d � � � � � X L

d ; Y 1 � Y 2 � � � � � Y L und Mengen
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M X = f m1; : : : ; mL g; M Y = M 1 [ � � � [ M L mit den im folgendem
SchaubilddargestelltenEigenschaften(dabeiwerdenVerbindungenin Bn

betrachtet).

X 1
d Y 1

[ [

X 2
d Y 2 m1 2 X 1

d n X 2
d M1 � Y 1

...
... 1) JederKnotenx 2 X 2

d ist nichtmit m1 verbunden.

...
... 2) JederKnotenx 2 X 2

d ist nur überKnotenausM 1

[ [ direkt mit m1 verbunden.

...
... 3) JederKnotenx 2 X 2

d ist mit jedemKnoten

...
... y 2 M 1 verbunden.

X i
d Y i mi � 1 2 X i � 1

d n X i
d M i � 1 � Y i � 1

0) mi � 1 =2 f m1; : : : ; mi � 2g

...
... 1) JederKnotenx 2 X i

d ist nichtmit Knotenaus

...
... f m1; : : : ; mi � 1g verbunden.

2) JederKnotenx 2 X i
d ist nur überKnotenausM 1 [ � � � [ M i � 1

# L-mal direkt mit Knotenausm1; : : : ; mi � 1 verbunden.

3) JederKnotenx 2 X i
d ist mit allenKnotenaus

y 2 M 1 [ � � � [ M i � 1 verbunden.

DieseProzedurliefert folgendeMengen:

� M X = f m1; : : : ; mL g
� M Y = M 1 [ � � � [ M L

� X L +1
d mit jX L +1

d j � k � 1

mit Eigenschaften

(E0) jM X j = L
(E1) Die MengeM X ist eineunabḧangigeMengein Bn .
(E2) Die KnotenausM X sindnur überKnotenausM Y schwachverbun-

den.
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(E3) Alle Knotenin X L +1
d sindmit allenKnotenausM Y verbunden.

Bemerkung 4.30
1) Die BedingungjX L +1

d j � k � 1 liefert rekursiv denMindestwertfÈur
N0.

2) Die EigenschaftenE0-E3ergebensichdirekt ausdenEigenschaften,
die demobigenSchaubildentnommenwerdenkÈonnen.

Nun kann der Beweis abgeschlossenwerden.Es müssendie folgenden
zweiFälle betrachtetwerden:

1. jM Y j � k � 1: Die KnotenausM Y sindnachE3mit allenKnotenaus
X L +1

d verbunden.Da jM Y j; jX L +1
d j � k � 1, folgt die Existenzeines

K k� 1;k � 1 in Bn . Widerspruch.
2. jM Y j � k � 1: Indemmandie � k � 1 KnotenausM Y entfernt,

werdendie KnotenausM X paarweisestarkgetrennt.
Mit ld+1 := ld + k � 1 folgt die Behauptung. 2

Abschließendwird die ExistenzderMengenausobigenSchaubildbewie-
sen.
Die MengenX 1

d und Y 1 wurdenobende�niert. Die MengenX 2
d ,Y 2,M 1

undderKnotenm1 ergebensichausdemfolgendenKonstruktionsschritt.
Alle weiterenMengenergebensich durch L-fachesWiederholendieser
Konstruktion.
Sei M in X

1 = f m11; : : : ; m1lg � X 1
d einemaximaleMinormengein Bn

derart,daßeineKontraktionsfolgeK = (K i ) existiert, mit folgendenEi-
genschaften:

� JedeKontraktionK i kontrahierteinenKnotenm 2 M in X
1 mit einem

Knoteny 2 Y 1.
� Jedesm 2 M in X

1 kommtin höchstens(l � 1) Kontraktionenvor.

Sei M in Y
1 � Y 1 die Menge der Knoten aus Y 1, welche in der

Kontraktionsfolge(K i ) vorkommen. Wegen obigen Bedingungengilt
jM in Y

1 j � l (l � 1).
Da Bn verbotenenMinor K k hat,folgt sofortl < k.
Esgilt nundasfolgendeLemma:

Lemma 4.31
Jedemx 2 X 1

d n M in X
1 kann ein Tupel T(x) = (mx ; M x ) zugeordnet

werden,mit

a) mx 2 M in X
1 ; M x � M in Y

1 .
b) x undmx sindin B1 nichtmiteinanderverbunden.
c) x ist genauÈuberdie KnotenausMx direktmit mx verbunden.
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Beweis:
Falls ein x 2 X 1

d n M in X
1 existiert, demkein derartigesTupel zugeord-

net werdenkann,danngilt für alle m 2 M in X
1 (da alle KnotenausX 1

d
schwachmiteinanderverbundensind)

a) x undm sindin B1 miteinanderverbunden,oder
b) esexistiert ein ym 2 Y 1 n M in Y

1 , welchesx undm miteinanderver-
bindet.

DamithatdieStrukturB1 # (M in X
1 [ f xg [ M in Y

1 [ m2 M in X
1

ym ) einen
Minor K l+1 mit MinorknotenM in X

1 [ f xg. Dies ist ein Widerspruchzur
Maximalität von M in X

1 . 2

JedemKnotenx 2 X 1
d n M in X

1 kannalsoein derartigesTupel T(x) =
(mx ; M x ) zugeordnetwerden(dieseZuordnungmußnichteindeutigsein).
Da esnur maximal l � 2l (l � 1) verschiedenesolcheTupel gibt, �ndet man
für jedesN2 2 N, bei entsprechenderWahl von N1, eineTeilmengeX 2

d �
(X 1

d n M in X
1 ) mit

� Für x1; x2 2 X 2
d gilt T(x1) = T(x2) = (m1; M1).

� jX 2j � N2.

Sei schließlichY 2 � Y 1 die Mengeder Knoten ausY 1, die in B1 mit
mindestenseinemKnotenausX 2

d verbundensind.Mansiehtleicht,daß

1. die so konstruiertenX 2
d ; Y 2

d ; M1; m1 die notwendigenEigenschaften
ausobigenSchaubildhaben.

2. diesesVerfahrensichinduktiv fortsetzenläßt.

Damit ist derBeweisvon Satz4.22abgeschlossen. 2

Bemerkung4.32
Da Graphenmit Baumweitek verbotenenMinor K k+2 haben(siehe[6]), folgt aus
Satz4.22insbesondere,daûbuilt-in Relationenmit beschrÈankterBaumweiteunendlich
teilbarsind.

4.3.3 Lokale Eigenschaften

Knappbeschriebenist einebuilt-in RelationB unendlichteilbar, wennmanin einem
ausreichendgroßenUniversum[n] in Bn � Ad

n ; L Knotenmit paarweiserdisjunkter
d-Umgebung�ndet. Die Strukturaußerhalbdieserd-Umgebungenist in Bezugaufdie
Eigenschaftunendlich teilbar irrelevant.Aus dieserPerspektive kanndie Eigenschaft
unendlich teilbar alslokaleStruktureigenschaftgesehenwerden.
In denvorherigenAbschnittenwurdefür zahlreicheKlassenvon built-in Relationen
dieEigenschaftunendlich teilbarnachgewiesen.In diesemAbschnittwird gezeigt,daß
auchdie lokalenVersionendieserKlassenunendlichteilbarsind.
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Dazuzun̈achstfolgendeDe�nition:

De�nition 4.33
SeiP = fP k ; k 2 Ng eineKlassevon Grapheigenschaften.Die built-in RelationB
hatlokal dieEigenschaftP, fallseineFunktionf : N ! N existiertmit

8d8n 2 N; 8x 2 [n] : Bn # Nd(x) 2 Pf (d) ;

d.h.die d-UmgebungeinesjedenPunktesin Bn hatdie EigenschaftPf (d) .
Die Funktionf nenntmandie Parameterfunktion von B.

Beispiel4.34
a) P = f GraphhatBaumweitek ; k 2 Ng.

Die built-in Relationhat lokal beschr̈ankte Baumweite, falls ein f : N ! N
existiertmit

8d;8n 2 N; 8x 2 [n] : Bn # Nd(x) hatBaumweitef (d):

b) P = f GraphhatverbotenenMinor K k ; k 2 Ng.

Die built-in Relation hat lokal verbotenen vollständigen Minor , falls ein
f : N ! N existiertmit

8d;8n 2 N; 8x 2 [n] : Bn # Nd(x) hatverbotenenMinor K f (d) :

Die folgendeDe�nition beschreibtdieEigenschaftunendlich teilbar für beliebigeGra-
phenklassen.Sie dientan dieserStellenur dazutechnischenSchwierigkeitenim Be-
weisdesfolgendenSatzausdemWeg zugehen.

De�nition 4.35
EineGraphenklasseG = f Gk : k 2 I g heiûtunendlich teilbar , falls fÈur alle d 2 N
ein ld 2 N existiert, sodaûfÈur alle L 2 N ein nd;L 2 N existiert derart,daûfÈur alle
GraphenG ausGmit jVG j � nd;L eineMengeAd

n � VG mit jAd
n j � ld undeineMenge

X = f x1; : : : xL g � VG existierenmit

N G� A d
n

d (x i ) \ N G� A d
n

d (x j ) = ; fÈur alle i 6= j:

Bemerkung4.36
a) Einebuilt-in RelationB= (Bn )n2 N kannalsGraphenklassemit Graphenf Bn :

n 2 Ng interpretiertwerden.Falls dieseGraphenklasseunendlichteilbar ist, so
auchdie built-in RelationB.

b) JederGrapheigenschaftP kanndie GraphenklasseGP , derGraphenmit Eigen-
schaftP zugeordnetwerden.EineGrapheigenschaftP heiûtteilbark eitserzeu-
gend, fallsGP unendlichteilbarist.
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c) Der Beweis desSatzes4.22 zeigt, daûdie GrapheigenschaftPk = verbotener
Minor K k fÈur alle k 2 N teilbarkeitserzeugendist.

Insbesonderesinddie GrapheigenschaftenBk = beschränkteBaumweitek teil-
barkeitserzeugend(sieheBemerkung4.32).

Der folgendeSatzzeigt, daßlokale Versionenvon teilbarkeitserzeugendenGraphei-
genschaften,im Fallevonbuilt-in Relationen,ebenfallsteilbarkeitserzeugendsind.Der
Satzkannnaẗurlich auchfür allgemeineGraphklassenformuliertwerden.

Satz4.37
SeiP = fP k : k 2 Ng eineKlassevon teilbarkeitserzeugendenGrapheigenschaften.
Einebuilt-in RelationB, die lokal die EigenschaftP mit Parameterfunktionf hat,ist
unendlichteilbar.

Beweis:
Seiim FolgendenZK (x) die ZusammenhangskomponenteeinerGraphstruktur, die x
entḧalt.
Falls B endlos(beliebig lange Wege) odertrennbar(beliebigviele Zusammenhangs-
komponenten) ist, dannnachSatz4.3auchunendlichteilbar.
SeialsoB wederendlos,nochtrennbar. Dannexistierend;N 2 N mit

(i) 8n 2 N; 8x 2 [n] gilt Nd(x) = ZK(x).

(ii) 8n 2 N entḧalt Bn wenigeralsN Zusammenhangskomponenten.

Nach (i) und den VoraussetzungenhabenZusammenhangskomponentenvon B n (n
beliebig)EigenschaftPf (d) . Nach(ii) kannmanbeliebig großeZusammenhangskom-
ponenten�nden. DaPf (d) teilbarkeitserzeugendist,kannmanaufeinergroßenZusam-
menhangskomponente(diesehatEigenschaftPf (d) ) dienotwendigenBedingungenfür
unendlichteilbarebuilt-in Relationenerfüllen. 2

Korollar 4.38
a) Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + built-in Relation

mit lokal beschrÈankterBaumweite.

b) Graphzusammenhangist nicht ausdrÈuckbarin monadicNP + built-in Relation
mit lokal verbotenemvollstÈandigenMinor.

Bemerkung4.39
Die Klassederbuilt-in Relationenmit lokal beschrÈankterBaumweiteschlieûtwieder-
um viele weitereKlassenvon built-in Relationenein, welchemonadicNP nicht aus-
reichendverstÈarken um GraphzusammenhangauszudrÈucken. DarunterfÈallt z.B. die
KlassederplanarenGraphenunddie KlassederGraphenmit K 3;n ; n 2 N; alsverbo-
tenenMinor (siehez.B. [14] ).
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4.4 Unendlich teilbare built-in Relationen bezÈuglich
Padding

Auchunendlichteilbarebuilt-in Relationensindschwachim SinnevonDe�nition 3.1.
Diesist dieAussagedesfolgendenSatzes,dessenBeweiskurzdargestelltwird.

Satz4.40
Graphzusammenhang=2 monadicNP + unendlichteilbarebuilt-in Relation+ polyno-
miellesPadding.

Beweis:
Im Beweisvon Satz4.2ben̈otigt manzurKonstruktionvon G0 undG1 nur einevon c
undr abḧangigefesteAnzahln(c;r ) vonKnotenmit paarweisedisjunkter(dabeiwird
eine kleine AusnahmemengeA ignoriert) 2r -B-Umgebung. Eine unendlichteilbare
built-in Relationermöglicht esaber, beliebigviele Knotenmit paarweisedisjunkter
2r -B-Umgebung zu �nden. Man �ndet alsoein n 2 N derart,daßin Bn mindestens
n(c;r )k + n(c;r ); k 2 N Knotenmit paarweisedisjunkter2r -Umgebung existieren.
Die n(c;r ) Knoten,deren2r -Umgebungenam kleinstensind (gemessenan der An-
zahlderKnotenin derUmgebung),werdenfür die Konstruktionvon G0 undG1 ver-
wendet.Alle anderenKnoten bleibenbez̈uglich der KantenrelationE isoliert, sind
also Paddingknoten.Zum einensind dies mindestenn(c;r )k Knoten mitsamtihren
2r -Umgebungen,alsok-polynomiellviele in derAnzahlderzurKonstruktionverwen-
detenKnoten.Zum andernsiehtmanleicht, daßDuplikator das(c;r )-monNPSpiel
auf diesenum PaddingknotenerweitertenStrukturengewinnenkann.Dazuspielt er
auf G0 und G1 bez̈uglich seinerStrategie ausSatz4.2 und auf den Paddingknoten
konstant. 2

4.5 Zusammenfassungund Bemerkungenzu Kapitel 3
und 4

GegenstanddieserArbeit ist dieAusdruckssẗarkevonmonadischenErweiterungenvon
monadicNP. Im erstenTeil wurdenErweiterungenum gewissebuilt-in Relationen
betrachtet.Speziellgingesdarum,für bestimmteKlassenvonbuilt-in RelationenB zu
zeigen,daß

Graphzusammenhang=2 monadicNP+ B: (� )

Die Vielfalt anunterschiedlichenErgebnissenundKonzeptenin diesemBereichkonn-
te durchdie Einführungzweier(nicht disjunkter)Klassenvon built-in Relationenzu-
sammengefaßtwerden.Dabeihandeltessichum:

a) verpackbarebuilt-in Relationen(Kapitel3) und
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b) unendlichteilbarebuilt-in Relationen(Kapitel 4).

Alle built-in Relationen,von denenbishergezeigtwerdenkonnte,daß(� ) gilt, sind
entwederverpackbaroderunendlichteilbar. Umgekehrt gilt (� ) für alle built-in Re-
lationen,die verpackbaroder unendlichteilbar sind. Außerdemwurde gezeigt,daß
verpackbareundunendlichteilbarebuilt-in Relationenschwachim Sinnevon De�ni-
tion 3.1sind.InsbesonderesinddamitalleRelationen,für die(� ) bishernachgewiesen
werdenkonnte,schwach.
Beispielefür verpackbarebuilt-in Relationensind:

� Äquivalenzrelationen

� Ordnungsrelationen

� Relationenmit beschr̈ankterBaumweite

Beispielefür unendlichteilbarebuilt-in Relationensind:

� Relationenmit Maximalgradno(1)

� x-built-in Relationen

� Relationenmit verbotenemMinor K k

� Relationenmit lokal beschr̈ankterBaumweite

� Relationenmit lokal verbotenemvollständigenMinor

� Multiplikationsrelation

� Teilbarkeitsrelation

Bei dengrün markiertenbuilt-in Relationenhandeltessich um neueErgebnisse(im
Zusammenhangmit (� ) ). Für dieblaumarkiertebuilt-in Relationenist (� ) keinneues
Ergebnis.Allerdingshandeltessichum neueBeweismethoden,wodurchdie bisheri-
genBeweisesowohl verkürzt,alsauchvereinfachtwerdenkonnten.
DerNachweisvon(� ) für starkebuilt-in Relationenscheint sehrschwerzusein.Auch
wäredas,wie in derEinleitungvonKapitel3 beschrieben,einmöglicherersterSchritt
zumBeweisvon NP 6= co-NP. EsmachtdaherSinn,die von Fagin,Stockmeyer und
Vardi in [13] aufgestellteVermutung,daß

Graphzusammenhang=2 monadicNP+ beliebigebuilt-in Relationen

zun̈achstin derabgeschẅachtenForm

Graphzusammenhang=2 monadicNP+ schwachebuilt-in Relationen (�� )
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zuuntersuchen.Die Tatsache,daßfür eineVielzahlvonschwachenbuilt-in Relationen
(� ) gezeigtwerdenkonnte,sprichtfür dieseVermutung.Um (�� ) zu beweisen,wird
es vermutlichnotwendigsein,einebrauchbare Klassi�kation für schwachebuilt-in
Relationenzu�nden. DadieKonzeptevonverpackbarenundunendlichteilbarenbuilt-
in Relationenalle Relationen,für die (� ) gezeigtwerdenkonnte,subsumieren,stellt
sichdie Frage,ob mit diesenKonzepteneinesolcheKlassi�kation möglich ist. Dazu
zun̈achsteineDe�nition:

De�nition 4.41
Einebuilt-in RelationB ist halbverpackbar/halbteilbar, wennein l 2 N existiert, so
daûfÈur alled;L 2 N ein n(d;L) 2 N existiert derart,daûfÈur alle n > n(d;L) ein Adn
mit jAd

n j � l existiert undeinePartition von Bn = B u
n

�
[ B v

n derartexistiert,daûman
L Knotenf x1; : : : ; xL g ausB u

n n Ad
n ®ndetmit

� paarweisedisjunkterd-Umgebungin B u
n (Teilbarkeitsanteil)

� alleKnotenausN B u
n nA d

n
d (x i ) verhaltensichbezÈuglichallenKnotenausBv

n iden-
tisch(Verpackbarkeitsanteil).

Mit denMethodenausdenbeidenvorangegangenenKapiteln (spezielldie ausdem
Beweis von Satz4.2) kann man zeigen,daßhalb verpackbare/halbteilbarebuilt-in
Relationenschwachsindund(� ) erfüllen.
Auch sieht man leicht, daß jede unendlichteilbarebuilt-in Relationhalb verpack-
bar/halbteilbarist.
Ein möglicherAnsatzfür eineKlassi�kation von schwachenbuilt-in Relationenist
InhaltderfolgendenFrage:
Ist jedeschwachebuilt-in Relationentweder

� verpackbaroder

� unendlichteilbaroder

� halbverpackbar/halbteilbar?

EinepositiveAntwort aufdieseFragewürde(�� ) beweisen.
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Kapitel 5

ClosedMonadic NP

Als Fagin in seinerArbeit [11] die KlassemonadicNP eingef̈uhrt hat,mußteer sich
derErkenntnisbeugen,daßNichtausdr̈uckbarkeitsbeweiseoberhalbvon monadischer
Quanti�zierungnicht machbar schienen. Schondie Möglichkeit derVerwendungvon
binärenSO-Quantorenermöglicht esdemSpoilerim EF-SpielbeliebigeKnotenmit-
einanderzu verbindenund machtso die Verwendungaller bisherbekanntenSpiel-
strategienunmöglich.DiesescheinbarextremeZunahmeanSchwierigkeit im binären
NP-Spiel,kannmit derTatsache,daßdie logischeSprachebinäresNP sehrviel aus-
druckssẗarker alsmonadicNP ist, plausibelgemachtwerden.Z.B. kannGraphzusam-
menhangin binärenNPausgedr̈uckt werden.EsreichtdabeisogarnurbinäreQuanti-
�zierungen überOrdnungenzuzulassen(siehe[7]). Weiterhingibt esdie Vermutung,
daßalleGrapheigenschaftenausNP in binäremNPausdr̈uckbarsind.
Eingeschr̈anktaufmonadicNP ist essehrwohl möglichNichtausdr̈uckbarkeitsbewei-
se(spezielldurchEF-Spiele)zu führen.Im weiterenVerlauf wurdemonNPum ver-
schiedenebuilt-in Relationenerweitert(sieheKapitel 3 und 4) und eineWeile lang
warmanbem̈uht,dieKlassederbuilt-in Relationen,mit derenHilfe Graphzusammen-
hangin monNPnicht ausdr̈uckbarist, stetigzu erweitern.Für viele schwachebuilt-in
Relationenist diesgelungen.Die Mauerzu denstarkenbuilt-in Relationenhingegen
scheintsehrhochzusein.
Da die Betrachtungweitererspeziellerschwacherbuilt-in Relationenvermutlich kei-
nenDurchbruchdieserMauerermöglichenwird, allgemeineErgebnissefür dieMenge
der schwachenbuilt-in Relationennicht greifbarscheinen,ist die Untersuchungvon
monNP+ built-in Relationenins Stocken geraten.Stattdessenhat manangefangen,
andersartigemonadischeErweiterungenvonmonNPzuuntersuchen.
In derArbeit [3] vonAjtai, FaginundStockmeyerbetrachtenundde�nierendieAuto-
renzweimonadischeErweiterungenvonmonNP. Eshandeltsichdabeizumeinenum
denAbschlußvonmonNPbzgl.FO-Quanti�zierung(PFO(monNP))undzumanderen
um den Abschlußvon monNPbzgl. FO-Quanti�zierungund existentiellermonadi-
scherSO-Quanti�zierung(closedmonadicNP, kurz:cmonNP).

76
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Die AutorenkonntenfolgendeHierachiezeigen:

monNP
1)
( PF O(monNP)

2)
( cmonNP

3)
( N P:

Dabeiergibt sich1) ausderTatsache,daßGraphzusammenhangin PFO(monNP)aus-
drückbarist und3) ausBetrachtungenvon Turánin [27] (z.B. ist die EigenschaftExi-
stenzeinesHamiltonkreisesnicht in cmonNP, sehrwohl aberin NP).Um 2) zuzeigen,
habendie Autorenvon einersehrkünstlich konstruiertenGrapheigenschaftPg nach-
gewiesen,daßdiesenicht in PFO(monNP)ausdr̈uckbarist, sehrwohl aberin cmonNP.
DervorgestellteSpielbeweisist langundrecht schwer.
In [18] konnteMarcinkowski zeigen,daßdie GrapheigenschaftErreichbarkeit in ge-
richtetenGraphennicht in PFO(monNP)ausdr̈uckbarist. Zumeinenist dieserBeweis
viel kürzerundanschaulicher, zumanderendie Eigenschaftsehrnaẗurlich.
In diesemKapitelwird zun̈achsteinkurzerÜberblickderMethodevonMarcinkowski
gegeben.Anschließendwird dieMethodevonFaginetal.ausf̈uhrlichdargestellt,dabei
verallgemeinertundvereinfacht.
Es wird gezeigt,daßobwohl beideBeweiseauf den erstenBlick sehrverschieden
wirken,siedochaufderselbenGrundideeaufbauen.Dieseberuhtdarauf,dievorange-
stelltenFO-RundendurchAntwortenin isomorphenTeilstrukturenzu überstehen.
Zwei interessanteFragenin Bezugauf closedmonadicNP sindbisherunbeantwortet
geblieben.ZumeinenkannmaninnerhalbvoncmonNPeineHierachiede�nieren(sie-
he Kapitel 2) unddie FragenachderenStriktheit stellen.Zum anderenist esunklar,
ob esmonadischeEigenschaftengibt, die nicht in cmonNPliegen.D.h. die Frage,ob
cmonNP6= MSOist.FallsNP6= co-NPgilt, kanndieEigenschaftnicht-3-Färbbarkeit
nicht in NP und insbesonderenicht in closedmonadicNP ausgedr̈uckt werden.Da
dieseEigenschaftoffensichtlichin MSOausdr̈uckbarist, �ndet diezweiteFrageunter
derAnnahmeNP 6= co-NPeinepositiveAntwort.
Ebensowie im Zusammenhangmit starken built-in Relationenscheintes,als wenn
SpielbeweisezurBeantwortungdieserbeidenFragensehrschwersind.Einemögliche
Begründungdafür wird in denabschließendenBetrachtungenzu Kapitel 5 und6, am
EndevonKapitel6, gegeben.

5.1 Der Beweisvon Mar cinkowski

In diesemAbschnittwird dasBeweisverfahrenvon Marcinkowski knapperläutert.Es
wird dabeinur die KonstruktionderSpielstrukturenbetrachtetundauf eineBeschrei-
bungdesSpielsverzichtet.In Kapitel 6 wird gezeigt,daßdie Grapheigenschaftnicht-
k-Färbbarkeit, k � 3, nichtausdr̈uckbarist in PFO(monNP).Dadiedortverwendeten
Konstruktionender Spielstrukturenund der Spielverlauf auf der Methodevon Mar-
cinkowski aufbauen,ist eine genaueBetrachtungan dieserStelle nicht nötig. Eine
ausf̈uhrlicheBetrachtung�ndet manin [18].
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Ajtai und Fagin habenin [2] gezeigt,daßdie EigenschaftEd := Erreichbarkeit in
gerichtetenGraphennicht in monNPausgedr̈ucktwerdenkann.

Satz5.1(Ajtai, Fagin 90)
Die EigenschaftEd := Erreichbarkeit in gerichtetenGraphenist nicht ausdrÈuckbarin
monNP.

Das bedeutet:für jedesParametertupel(c;r ) 2 N2 gibt es GraphenG0 2 Ed und
G1 =2 Ed derart,daßDuplikatordas(c;r )-monNPSpielaufG0; G1 gewinnenkann.
Ajtai undFaginkonntendabeinur die ExistenzsolcherGraphenG0; G1 nachweisen,
dieseabernichtkonstruieren(diesist in derFolgezeitauchnichtgelungen).Die dabei
verwendetenMethoden,spezielldie Verwendungvon Zufallsgraphen,sind für sich
allein sehrinteressantundwarenim Zusammenhangmit Spielbeweisenbzgl.monNP
ein völlig neuerAnsatz.
Marcinkowski verwendetdieGraphenG0; G1 alsBausteinefür seineSpielgraphenim
PFO(monNP)Spiel.

Satz5.2(Mar cinkowski 99)
Die EigenschaftEd ist nichtausdrÈuckbarin PFO(monNP).

Beweisanfang:
Seienr1; c;r2 2 N fest gewählt. Gesuchtsind StrukturenS0 2 Ep; S1 =2 Ep, so daß
Duplikatordas(r 1; c;r2)-PFO(monNP)SpielaufS0; S1 gewinnt.
SeienG0 2 Ed; G1 =2 Ed so gewählt, daßDuplikator das(c;r 2)-monNPSpiel auf
G0; G1 gewinnt. S0; S1 werdenauseinerMengevon Kopienvon G0; G1 konstruiert,
die geschickt miteinanderverbundenwerden.DazuwerdennotwendigeVerbindungs-
operatorenfür Graphstrukturenmit zweiausgezeichnetenKnotens; t de�niert.

De�nition 5.3
SeienF; E Graphstrukturenmit ausgezeichnetenKnotens; t (s = source,t = target).
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sF

t F

F

sE

t E

E

a) Der GraphF + E entstehtauseinerKopievon F undeinerKopievon E. Die
Quelleund Senke von F; E werdenzu einergemeinsamenQuelleund Senke
verschmolzen.FolgendeSkizzeverdeutlichtdieStrukturvonF + E:

s

t

F+E

s

t

b) Der GraphF � E entstehtauseinerKopie von F und einerKopie von E. Die
Senke tF von F und die QuellesE von E werdenmiteinanderzum Knoten*
verschmolzen.Die Quelles vonF � E ist dieQuellesF vonF . Die Senke t von
F � E ist die Senke tE von E. FolgendeSkizzeverdeutlichtdie Strukturvon
F � E:
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s

��

t

F � E

Eswerdennuninduktiv StrukturenSl
0 2 Ed; Sl

1 =2 Ed de�niert, sodaßDuplikatordas
(98) l (c;r2)-monNPSpielaufSl

0; Sl
1 gewinnt.

l=0: S0
0 := G0; S0

1 := G1

l ! l + 1: bla

Sl+1
0 :=

�
(Sl

0 � Sl
0 + Sl

1 � Sl
1) � (Sl

0 � Sl
0 + Sl

1 � Sl
1)

�
+

�
(Sl

0 � Sl
1 + Sl

1 � Sl
0) � (Sl

0 � Sl
1 + Sl

1 � Sl
0)

�

Sl+1
1 :=

�
(Sl

0 � Sl
0 + Sl

1 � Sl
1) � (Sl

0 � Sl
1 + Sl

1 � Sl
0)

�
+

�
(Sl

0 � Sl
1 + Sl

1 � Sl
0) � (Sl

0 � Sl
0 + Sl

1 � Sl
1)

�

Man siehtleicht,daßSl
0 2 Ed undSl

1 =2 Ed.
Duplikators Gewinnstrategie ergibt sich induktiv. Der Induktionsschrittergibt sich
haupts̈achlichausderTatsache,daßdieMengederKlammerausdr̈ucke(z.B.(Sl

0 � Sl
0 +

Sl
1�Sl

1)) in Sl
0 undSl

1 identischist.Genaueresdazu�ndet manin [18] undim folgenden
Kapitel.

5.2 Der Beweisvon Ajtai-F agin-Stockmeyer

In diesemAbschnittwird die Konstruktionund Spielideevon Fagin et al. skizziert.
Dabeiwerdenabweichendzu [3] folgendeVer̈anderungendurchgef̈uhrt:
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� Die betrachteteEigenschaftwird leicht ver̈andertunddamit leichterbeschreib-
bar.

� DasSpiel wird auf denPFO-AbschlußeinesbeliebigenmonadischenPr̈a�x es
erweitert.

� Die Beweiseder ben̈otigtenLemmatawerdendurchVerwendungder Tatsache
PARITYist nicht schwach ausdr̈uckbar in FO und desSatzesvon Büchi stark
vereinfacht.

ZunächsteinigeDe�nitionen:

De�nition 5.4
a) Ein GraphG = (V; E; c) heiût ein Rad, falls G auseinemKreis und einem

ausgezeichnetenKnoten c besteht,der mit allen Kreispunktenverbundenist.
Im Folgendensei immer V = c [ f v1; : : : ; vng, wobei die Nummerierungder
Knotenvi derenReihenfolge(gegendenUhrzeigersinn)auf demKreis wider-
spiegelt.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7c

b) Sei R ein Rad mit Radmittelpunktc und Kreispunkten(v1; : : : ; vn ). Seien
H1; : : : ; Hn beliebigeGraphen.DerGraphR(H 1; : : : ; H n ) entstehtausR durch
ErweiterungumKopienvonH1; : : : ; Hn . Dabeiwird derKnotenvi (i = 1: : : ; n)
mit allenKnotenausH i verbunden.Formal:

R(H1; : : : ; Hn ) = (c [ f v1; : : : ; vng [ f VH 1 ; : : : ; VH n g; E; c) mit

E = f (c;vi ); i = 1; : : : ; ng[f (vi ; vi +1 ); i = 1; : : : ; ng[f (v1; vn )g[f (vi ; x); x 2 VH i g

c) SeienR einRadundH1; : : : ; Hn Graphen.SeienG = R(H1; : : : ; Hn) undv 6= c
ein KnotenvonG. DerRadknotenvonv (kurz:R(v)) wird durch

R(v) = vi ( ) (v 2 H i _ v = vi )

de®niert.
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v1

H1
v2

H2

v3

H3

v4

H4

v5

H5

v6

H6

v7 H7 H7v R(v) = v7c

De�nition 5.5
SeiP einebeliebigeGrapheigenschaft.Mittels P wird eineneueGrapheigenschaftPg

de®niert:

G 2 Pg ( ) G = (V; E; c) undesexistiertein RadR = (c [ f v1; : : : ; vng; ER ; c)

undGraphenH1; : : : ; Hn , sodaû:
1) G = R(H1; : : : ; Hn ):

2) # f H i 2 P; i = 1; : : : ; ng ist gerade.

Esgilt nunfolgenderSatz:

Satz5.6
a) SeiW ein beliebigesmonadischesPrÈa®x undP eineGrapheigenschaftmit P =2

� L(W), aberP 2 PFO(W).Danngilt: Pg =2 PFO(W).

b) FallsP; P 2 cmonNP, dannPg 2 cmonNP.

Bemerkung5.7
1) Die BedingungP =2 � L(W) scheintsehrstreng.Marcinkowski hat in [16] eine

Eigenschaftbool(P) de®niertundfolgendesLemmabewiesen:

Lemma 5.8
SeiP =2 L(W), aberP; P 2 L(V). Dannist bool(P) =2 � L(W), aberbool(P) 2
L(99V).

Die Eigenschaftbool(P) erfÈullt alsodie Voraussetzungenvon Satz5.6 a), falls
P =2 L(W), aberP 2 L(W)\ PFO(W).

2) Marcinkowski konntein [16] folgendenSatzzeigen:



5.2. DERBEWEISVON AJTAI-FAGIN-STOCKMEYER 83

Satz5.9
Sei P eineGrapheigenschaftfÈur die gilt P =2 L(W), aberP 2 PFO(W),dann
existiert eineGrapheigenschaftreach(P) fÈur die gilt reach(P) =2 PFO(W),aber
reach(P) 2 9PFO(W).

Insbesonderefolgt daraus,daûfallsdieHierachieinnerhalbvonclosedmonadic
NPnichtstrikt ist,diesezumindestnichtaufeinerZwischenstufezusammenfÈallt.

AusSatz5.6erhÈalt manfolgendeleicht schwÈachereAussage:

Korollar 5.10
SeiP eineGrapheigenschaftfÈur die gilt P =2 � L(W), aberP 2 PFO(W),dann
gilt:

a) Pg =2 PFO(W).

b) P; P 2 cmonNP=) Pg 2 cmonNP.

c) P =2 cmonNP=) cmonNP( MSO.

Bemerkung5.11
Auf dereinenSeitegewinnt DuplikatordasPFO(monNP)-SpielfÈur Pg ebenso
wie bei Marcinkowski, indemer die vorangestelltenFO-RundendurchSpielen
in isomorphenBausteinenÈuberwindet.Auf deranderenSeiteist dieEigenschaft
Pg von Faginet al. derartgewÈahlt, daûesnotwendigist, sowohl P alsauchP
in cmonNPbeschreibenzu kÈonnen,um Pg in cmonNPausdrÈuckenzu kÈonnen.
Dies ist der wesentlicheNachteil von der Konstruktionvon Fagin et al. und
gleichzeitigderGrundfÈur die schwÈachereAussagedesobigenKorollars.

Der Beweis von Satz5.6 verläuft in mehrerenSchritten.Zunächstben̈otigt manein
speziellesSpielaufschwarz/weißRädernundzweiLemmata.Ein schwarz/weißRad
ist ein Rad,in demjederKreisknotenentwederschwarzoderweißgef̈arbtist.

De�nition 5.12((r; t; M )-schwarz/weißSpiel)
Das(r; t; M )-schwarz/weißSpiel auf schwarz/weiûRÈadernA; B verlÈauft in r Run-
den.In jederRundei wÈahltSpoilereinenPunktai (bi ) ausA(B). Duplikatorantwortet
mit einemPunktder anderenStruktur. Duplikatorgewinnt dasSpielunterfolgenden
Bedingungen:

1. FÈur alle i hatai dieselbeFarbe(kurz:F (ai )) wie bi .

2. ai = aj ( ) bi = bj .

3. Die Folgena1; : : : ; ar und b1; : : : ; br sind bzgl. demUhrzeigersinnauf denje-
weiligenKreisrÈaderngleichgeordnet.

4. Sei � 2 S(r ) ordnungsde®nierendfÈur a1; : : : ; ar , d.h. a� (1) � : : : � a� (r )

bzgl. der Uhrzeigersinnordnung.Sei la
i (lb

i ) der Abstandvon a� (i ) (b� (i ) ) nach
a� (i +1) (b� (i +1) ) (im Uhrzeigersinn),danngilt:
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a) la
i = lb

i oder

b) la
i ; lb

i > t undla
i � M lb

i .

EswerdennunzweiwichtigeLemmatabewiesen.Im GegensatzzurOriginalarbeitsind
dieBeweisehiernichtkonstruktiv unddadurchdeutlichkürzerundeinfacher. Deswei-
terenist dieAussagedeszweitenLemmasaufbeliebigemonadischePr̈a�x eerweitert,
einentscheidenderSchrittzumBeweisvonSatz5.6.DenBeweisdeszweitenLemmas
verdanke ich FrauDr. Nicole Schweikardt.

Lemma 5.13
Seienr; t; M 2 N. Dannexistierenbeliebiggroûeschwarz/weiûRÈaderA; B mit jAj =
jB j, sodaûeinegerade(ungerade)AnzahlvonKnotenvonA (B) weiûgefÈarbtist und
DuplikatoreineGewinnstrategie im (r; t; M )-schwarz/weiûSpielaufA; B hat.

Beweis:
SeiQ eineeinstelligeRelation.In [1] hatAjtai gezeigt,daßdie Eigenschaft

P = jQj ist gerade

nicht schwachin FO ist, d.h.die EigenschaftP ist nicht ausdr̈uckbarin FO+beliebige
built-in Relationen.Sei S = (Q; B1; B2; B3) eineSignatur. Die built-in Relationen
B1; B2; B3 sindwie folgt de�niert:

� B n
1 ist zweistelligundde�niert dieKantenrelationeinesRadesauf n Punkten.

� B n
2 ist zweistelligund de�niert die Uhrzeigersinnordnungbzgl. B n

1 . Der Rad-
mittelpunktseidabeizus̈atzlichdermaximalePunktbzgl.dieserOrdnung.

� B n
3 ist unärundde�niert durch

vi 2 B n
3 ( ) M j i:

DabeiseiV = (v1; : : : ; vn ) die Knotenmengesortiertbzgl.B n
2 .

Da P nicht schwach in FO ist, existieren für alle ~r 2 N S-StrukturenA; B mit
jAj = jB j,jQA j geradeundjQB j ungerade,sodaßDuplikatordas~r -RundenFO-Spiel
auf A; B gewinnt. Falls ~r > r großgenuggewählt ist, gewinnt Duplikator auchdas
(r; t; M )-Spiel auf A; B , wobei QA ; QB jeweils die Mengeder weißenPunktesei.
Die dritte Gewinnbedingungwird dabeidurchB2 garantiert.Die viertedurchB3 und
ausreichendviele (abḧangigvon t und M ) FO-Rundenim Anschlußan die erstenr
Runden. 2

Lemma 5.14
SeiW einbeliebigesmonadischesPrÈa®x.Seiw 2 W beliebig.Esexistierent; M 2 N,
sodaûfÈur alle KettenA; B mit jAj; jB j > t undjAj � M jB j Duplikatordasw-Spiel
gewinnt. OBdA werdendabeidie Endpunktekonstantgespielt.
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Beweis:
Es existierennur endlich viele nicht äquivalente' 2 L(w). Sei � die Mengealler
paarweisenicht äquivalenten' 2 L(w). Der Grundraumseidabeidie MengederAn-
fangssẗuckevon N, versehenmit dernaẗurlichenOrdnung,d.h.

Mod(' ) � f (f 1; : : : ; ng; < ) ; n 2 Ng:

NachdemSatzvon Büchi ist Mod(' ) einereguläreSprachëubereinemAlphabetmit
einemBuchstabenf ag. Mit Hilfe desPumpingLemmaserḧalt man leicht folgende
Aussage(Erläuterungenzum Satzvon Büchi, dem Pumping-Lemmaund regulären
Sprachen�ndet manz.B. in [26]):

9t ' ; M ' 8n � t ' : an 2 Mod(' ) ( ) an+ �M ' 2 Mod(' ) 8� � 1:

Seinunt := max' 2 � t ' undM := kgVf M ' g danngilt

8n > t : an � w an+ �M 8� 2 N:

EineleichteReduktionliefert die AussagedesLemmas. 2

NachdiesenVorbereitungenfolgt nunderBeweisvon Satz5.6a):
Beweis:
ZunächsteineDe�nition.

De�nition 5.15
SeiG ein beliebigerGraph.Der GraphG+1 entstehtindemmanG um einenKnoten
erweitertunddiesenmit allenKnotenausG verbindet.

a) Sei W ein beliebigesmonadischesPr̈a�x und P eineGrapheigenschaftmit P =2
� L(W), aberP 2 PFO(W). Seiw 2 W beliebig.SeienE 2 P undF =2 P Graphen
mit E � � w F .
Für c 2 N sei c(E +1 ; F +1 ) := c(E +1 ) + c(F +1 ). Dabei ist c(G) die Anzahl der
Färbungenvon G mit c Farben.Eswird nunein weiteresmonadischesPr̈a�x ~w über
seinePr̈a�xdarstellung(sieheDe�nition 2.26)de�niert. Die Pr̈a�xdarstellungvon ~w
erḧalt manausder Pr̈a�xdarstellungvon w, indemmandie Färbungszahlenci durch
ci (E +1 ; F +1 ) ersetzt.
Seinunu 2 (9j8) � w beliebig.r seidieAnzahldervorderstenFO-Quantorenin u. Um
zu zeigen,daßPg =2 PFO(W)liegt, mußmanStrukturenS0 2 Pg; S1 =2 Pg �nden mit
S0 � u S1. t; M 2 N seiensogewählt, daßsiebez̈uglich ~w derAussagevon Lemma
5.14gen̈ugen.Lemma5.13liefert bez̈uglich r; t; M zweischwarz/weißRäderR0; R1,
so daßR0 geradeund R1 ungeradeviele weißePunkteentḧalt und Duplikator das
(r; t; M )-schwarz/weißSpielauf R0; R1 gewinnt. SeienV0 = c0 [ f v1; : : : ; vng; V1 =
c1 [ f w1; : : : ; wng die Knotenmengenvon R0 undR1. S0; S1 sindwie folgt de�niert:

S0 = R0(C1; : : : ; Cn) mit Ci =
�

E : vi weiß
F : vi schwarz
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S1 = R1(D1; : : : ; Dn) mit D i =
�

E : wi weiß
F : wi schwarz

R0 S0

v1v3

v5 v7

v2

v4

v6

v8c0 =)

v1

F
v3

F

v5

F
v7

F

v2

E

v4E

v6

E

v8 Ec0

Spielstrategieim u-Spiel:

r FO-Runden:DiesevorangestelltenFO-Runden̈uberstehtDuplikator, indemerseineStrategie
im (r; t; M )-Spiel auf R0 und R1 ausnutzt.Wählt Spoilerz.B. einenKnotenv
(6= c0) ausS0, welcheroBdA kein Radknotenist, dannübersetztDuplikator
v zun̈achstin einenRadknotenmittels R(v). Die Strategie im (r; t; M )-Spiel
liefert einenRadknotenw ausS1, an dem derselbeBausteinhängt wie an v.
Duplikatorantwortetnunindemer in diesemBausteinisomorphspielt.

Bemerkung5.16
Dieser Spielabschnitt beinhaltet die oben angesprocheneBasisidee des
PFO(W)-Spieles:Die zusÈatzlichenFO-RundenÈuberstehtDuplikatordurchiso-
morphesSpielenauf isomorphenTeilstrukturen.

w-Spiel: Seiena1; : : : ; ar undb1; : : : ; br die im erstenSpielabschnittgewähltenKnoten.
OBdA sei

� R(ai ) 6= R(aj ) für ai 6= aj

� ai 6= c 8i und

� R(a1) � � � � � R(ar ), wobei � einefesteUhrzeigersinnordnungauf R0

ist.
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Sei l0
i die DistanzzwischenR(ai ) undR(ai +1 ) im Uhrzeigersinn(analogeDe-

�nition von l1
i ). Aufgrund der Gewinnbedingungenim (r; t; M )-schwarz/weiß

Spiel gilt l0
i � M l1

i 8i . Der TeilgraphL 0
i von S0 bestehtausdem Intervall

[R(ai ); R(ai +1 )] inklusive der an den RadknotenhängendenBausteineE; F
(analogeDe�niton für L 1

i ).

Duplikator spielt das w-Spiel nun jeweils separat auf den Teilgraphen
L0

i ; L1
i ; i = 1; : : : ; r . SeineStrategie dafür (L 0

i � w L1
i ) ist eineKombination

ausseinerStrategie im � w-Spielauf E; F undseinerStrategie im ~w-Spielauf
KettenA; B mit jAj � M jB j.

A: v1 vn

� ~w

B: w1 wn

+ E F� � w

+

L0
i : R(ai )

F E E F F

R(ai +1 )

E

� w

L1
i : R(bi )

F E E F F

R(bi +1 )

E
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w-SpielaufL0
i ; L1

i : Seienv1(= ai ); v2; : : : ; vn (= ai +1 ) bzw. w1(= bi ); w2; : : : ; wm (= bi +1 ) die
Radknotenvon L 0

i bzw. L1
i . Nach Voraussetzunggilt n � M m. Seienwei-

ter A; B Ketten der Längen bzw. m mit Knotenmengenf v1; : : : ; vng bzw.
f w1; : : : ; wm g.

De�nition 5.17
a) SeiG ein Graph.Einec � Färbung von G ist eineKnotenfÈarbungvon G

mit c Farben.

Bemerkung: Im folgendenKapitelwird derBegriff c-FÈarbungvonG ver-
wendet.Dabeibedeutetdort c-FÈarbungeineKnotenfÈarbungenvonG mit c
FarbenunddenzusÈatzlichenBedingung:

� JederKnotenausG wird mit genaueinerderc FarbengefÈarbt.

� BenachbarteKnotensindunterschiedlichgefÈarbt.

Die hierbetrachtetenc � FÈarbungenunterliegenkeinenEinschrÈankungen.

b) c(G) bezeichnetdie Mengealler c � FÈarbungenvon G.

c) Eine(c;M )-Farbkodierung ist eineinjektiveAbbildungK : M ! c(E),
dabeiist M einebeliebigeMenge,c 2 N undE derGraph,derauseinem
einzelnenKnotenbesteht.

OBdA beginnew mit c monadischexistentiellenSO-Quantoren.Spoiler färbt
alsoS0 (unddamitL 0

i ) mit c Farben.SeiC0 die von SpoilergewählteFärbung.
Duplikator übersetztdieseFärbung zun̈achstin eineFärbung von A mit k :=
c(E +1 ; F +1 ) Farben.

k ist so gewählt, daßeine(k; c(E +1 ) [ c(F +1 ))-FarbkodierungK : c(E +1 ) [
c(F +1 ) ! k(E) existiert. Insbesonderegilt K (c1(E +1 )) \ K (c(F +1 )) = ; .
Sei H 0

i (H 1
i ) der Teilgraphvon L 0

i (L1
i ), der ausdemKnotenvi und deman vi

angeḧangtenBausteinbesteht.Duplikatorfärbtnunvi 2 A mit K (C0(H 0
i )) . Da

Duplikatordas� ~w-SpielaufA; B gewinnt, �ndet er für diesespezielleFärbung
CA vonA eineAntwortfärbungCB für B . Dieseliefert ihm eineAntwortfärbung
C1 für L1

i . Die TeilgraphenH 1
i werdendabeiwie folgt gef̈arbt(oBdA seiH 1

i
�=

E +1 ):

1. Fall: K � 1(CB (wi )) 2 c(E +1 ) ) C1(H 1
i ) = K � 1(CB (wi )) .

D.h. falls die Farbevon wi eineFärbung einesE +1 Graphenkodiert, so
färbtDuplikatorH 1

i mit dieserFarbe.

2. Fall: K � 1(CB (wi )) 2 c(F +1 ). Die Färbungvonwi kodierteinec � Färbungvon
F +1 . H 1

i ist aber(oBdA) einE +1 Komponente.Duplikators� ~W Gewinn-
strategie auf E; F liefert nun eineGewinnfärbung von E bzgl. der durch
wi kodiertenFärbungvonF . DiesenimmtDuplikatorzumFärbenvonH 1

i .
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DuplikatorsStrategie für die ersteFärbungsphaseist nunvollständigbeschrieben.Die
folgendenFärbungsrundenbestreitetDuplikator ganzanalog.FolgendeSkizzever-
deutlichtDuplikatorsFärbungsstrategie.
bla

E

v i

H 0
i

F

v j

H 0
j

L0
i

CA ( �v i ) = K ( C0 ( H 0
i )) CA ( �v j ) = K ( C0 ( H 0

j ))

v i v j A

~w-SpielaufA, B liefert AntwortfärbungCB

w i w jB

E

w i

H 1
i

E

w j

H 1
j

L1
i

FC1 ( H 1
i ) = K � 1 ( CB ( w i ))( 2 c( E +1 ))

K � 1 ( CB ( w j ))( 2 c( F +1 ))

� w SpielaufE, F

Die FO-RundenverlaufennachdemselbenPrinzip.Wählt etwa SpoilereinenKnoten
v ausL0

i undseivl = R(v) derRadknotenvon v, dannwählt DuplikatordenKnoten
vl in A und �ndet einenAntwortknotenwp in B . Nun antwortet er in L 1

i mit einem
KnotenausH 1

p . Dabeimußer folgendeFälle unterscheiden(oBdA sei H 0
l ein E +1
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Teilgraph):

1. Fall: H 1
p ist einE +1 Teilgraph! Duplikatorspielt isomorphaufH 1

p .

2. Fall: H 1
p ist einF +1 Teilgraph! Duplikatorverwendetseine� w StrategieaufE; F ,

umeinenAntwortknotenaufH 1
p zubestimmen.

Es ist leicht zu sehen,daßdamit einew-Gewinnstrategie auf L 0
i ; L1

i beschriebenist.
Dieseaddiert sich zu einer Gewinnstrategie auf S0 und S1 (wichtig ist dabei,daß
DuplikatorsGewinnstrategie auf A; B endpunktrespektierendist). Damit ist Teil a)
desSatzesbewiesen. 2

Beweisvon Satz5.6b):
Zu zeigenist, daßfalls P und P in cmonNPausdr̈uckbarsind,auchPg in cmonNP
ausdr̈uckbarist.Derfür denSpezialfall W = monNPvonFaginetal. in [3] präsentierte
Beweiskannhierdirekt übernommenwerden. 2



bla



Kapitel 6

FÈarbbarkeitsprobleme

Auf derSuchenacheinemmonadischenProblem,dasnicht in derzweitenStufevon
closedmonadicNPausdr̈uckbarist,kannmanzweiWegebeschreiten.J.Marcinkowski
hat gezeigt,daßErreichbarkeit in gerichtetenGraphennicht in PFO(monNP)aus-
drückbarist. Es ist abernicht schwerzu zeigen,daßdiesesProblemin der zweiten
Stufevon cmonNPliegt. Dennochkannmannaẗurlich versuchen,aufbauendauf das
ProblemErreichbarkeit in gerichtetenGraphen ein neueskomplexeresProblemzu
beschreibenundausintuitivenGründendieVermutung̈außern,daßdiesesnicht in der
zweitenStufevoncmonNPliegt. Ein solchesProblemwurdemir vonJ.Marcinkowski
geschildert,undich bin nichtabgeneigtmichseinerIntuition anzuschließen.Nur ist es
bishernicht gelungen,dieseVermutungzubeweisen.
Eine zweite Möglichkeit ein geeignetesmonadischesProblemzu �nden, das mit
großer Sicherheit nicht in der zweiten Stufe von cmonNP(in Wahrheit sogarmit
großerSicherheit nicht in cmonNP)liegt, ist sich auf komplexitätstheoretischeVer-
mutungenzu stützen.Die Tatsache,daßNP 6= co-NPist zwar nicht bewiesen,aber
weitläu�g akzeptiert. Daher wird man kein NP-vollständigesProblem�nden, des-
senKomplementwiederumin NP liegt. Bekanntermaßenist k-Färbbarkeit (kC) von
Graphenfür k > 2 NP-vollständig.Es ist alsozu erwarten,daßnicht-k-Färbbarkeit
(nonkC) von Graphen(k > 2) nicht in NP liegt. Da schließlichcmonNP� NP, ist
zu erwarten,daßnicht-k-Färbbarkeit nicht in cmonNPausdr̈uckbarist. Andererseits
ist nonkC für alle k 2 N leicht in co-monNPzu beschreibenund dahermonadisch
beschreibbar.
Ich habemich für diesenWeg entschiedenundgezeigt,daßnicht-k-Färbbarkeit (k >
2) nicht in PFO(monNP)ausgedr̈ucktwerdenkann.Im Unterschiedzudenbisherigen
Ergebnissenbzgl. PFO(monNP)von FaginundMarcinkowski ([3] und [16]), die je-
weils Problemebetrachtethaben,die sofort in derzweitenStufevon cmonNPliegen,
kann(wie obenbeschrieben)erwartetwerden,daßnonkC nicht in cmonNPausdr̈uck-
barist. Vielleicht ist esmit weiterenIdeen,unterVerwendungderbisherigen,möglich
diesauchzuzeigen.
Am EndediesesKapitelswird derfolgendeSatzbewiesensein.

92
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Satz6.1
Nicht-k-FÈarbbarkeit (k � 3) ist nicht ausdrÈuckbarin PFO(monNP).

Satz6.1 wird zun̈achstfür denSpezialfall k = 4 bewiesen.Anschließendwird die
Verallgemeinerungfür k > 4 grob skizziert und der Fall k = 3 durch Reduktion
erledigt.

6.1 Beweisvon Satz6.1f Èur k = 4

Eine der Hauptideen,die im Beweis von Satz 6.1 verwendetwird, bestehtdarin
zwei SpielstrukturenS0; S1 zu konstruieren,die jeweils aus vielen Kopien zweier
unterschiedlicherTeilstrukturen(hier: G0; G1) bestehen.Dadurchhat Duplikator die
Möglichkeit, denerstenSpielabschnitt(r FO-Runden)sozu bestreiten,daßer sichin
derjeweiligenStruktureinegeeigneteKopievon G0 oderG1 suchtundin dieserden-
selbenKnotenausẅahlt, wie ihn vorherSpoilerin der anderenStrukturgewählt hat.
DieseIdeeist schonin denBeweisenvon Marcinkowski undFaginetal. zu �nden.
Die hierben̈otigtenStrukturenG0; G1 werdenfolgendeEigenschaftenhaben:

1. Duplikatorgewinnt das(c;r )-monNPSpielauf G0; G1. Dabeikann(c;r ) 2 N2

beliebigfestgelegt werden.

2. G0 2 non3C,G1 2 3C.

3. G0 2 4CundG0 entḧalt ein Dreieck.

Der Beweis der ExistenzsolcherStrukturenwird im erstender folgendenvier Kon-
struktionschrittederSpielstrukturenS0; S1 gegeben:

1.Schritt: BeweisderExistenzvonG0 undG1 mit obigenEigenschaften.

2.Schritt: G0 undG1 werdenumjeweilsvier KnotenundgeeigneteKantenerweitert.Die-
sevier KnotendienenalsSchnittstellenzumVerbindenzweierBausteine.

3.Schritt: EswerdendreiVerbindungsstrukturen(Adapter)de�niert, durchdie jeweilsdie
Schnittstellenvon zweiBausteinenverbundenwerdenkönnen.

4.Schritt: Eswerdeninduktiv StrukturenSr
0; Sr

1 konstruiertmit folgendenEigenschaften:

� Sr
0 2 non4C,Sr

1 2 4C.

� Duplikatorgewinnt das(98)r (c� 4; r )-PFO(monNP)SpielaufSr
0; Sr

1. Da-
bei sindc;r die obengewähltenParameter.

Satz6.1 für dannFall k = 4 folgt dannmit Korollar2.23.
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1.Schritt: Existenzvon G0; G1

Der Existenzbeweis für G0; G1 wird durch eine direkte Reduktion1. Ordnungdes
Graphproblems

Z = GraphG ist zusammenḧangend

aufGraphstrukturenmit einereingebautenbuilt-in NachfolgerrelationaufdasProblem

C = Der GraphG ist 4-färbbar, abernicht 3-färbbar

gegeben.Dazuzun̈achstdie De�nition für Reduktion1. Ordnungin derForm,wie sie
hierben̈otigt wird (für die allgemeineDe�nition, siehez.B. Schwentick[21]).

De�nition 6.2
SeienS = (ES; Succ); T = ET Signaturen,wobeiES; ET zweistellige,symmetrische
KantenrelationenundSucceineNachfolgerrelationbezeichnet.SeiZ eineMengevon
S-StrukturenundCeineMengevonT-Strukturen.
EineFO-Reduktion 1.Ordnung vonZ nachCist einTupel(k; ' 0; ' ), wobei

� k 2 N,

� ' 0 = (' 0
1; : : : ; ' 0

k) ist ein Tupelvon FO-Formeln ÈuberS mit einerfreienVaria-
ble,und

� ' = (' 11; : : : ; ' kk) ist ein Tupelvon FO-FormelnÈuberS mit zwei freienVaria-
blen,

sodaûfÈur jedeS-StrukturA wie folgt eineT-StrukturB de®niertwird:

� DerGrundraum(Universum)vonB ist dieMengeallerPaare(x; j ); x 2 UA ; j �
k, fÈur diegilt < A ; x > j= ' 0

j .

� FÈur alleTupel(x1; x2) 2 (UA )2 und(i; j ) 2 f 1; : : : ; kg2 gilt

ET ((x1; i ); (x2; j )) ( ) < A ; x1; x2 > j= ' ij :

� A 2 Z ( ) B 2 C.

Im FolgendenbezeichnetRed(A ), diedurchReduktionvon A erhalteneStrukturB.

FolgendeAbschlußeigenschaftist entscheidendfür die Nützlichkeit von Reduktionen
1. Ordnungim Zusammenhangmit monNP:

Satz6.3(Cosmadakis93)
MonNPist abgeschlossenunterFO-Reduktionen1.Ordnung.



6.1. BEWEISVON SATZ 6.1F ÈUR K = 4 95

Beweis:siehe[5].

Esist bekannt,daßdie EigenschaftZ in monNP+Succnicht ausdr̈uckbarist. Im wei-
terenVerlaufdiesesAbschnitteswird eineReduktionvonGraphenbeschrieben,derart
daßfolgendeÄquivalenzgilt

G 2 Z ( ) Red(G) 2 C: (6.1)

D.h. der GraphG ist genaudannzusammenḧangend,wenndasReduktvon G nicht
3-färbbarist, aber4-färbbar. Darausfolgt, daßdie EigenschaftC in monNPnicht aus-
gedr̈ucktwerdenkann.
Die folgendeSkizzebeschreibtzumeinendie StrukturdesRedukteseinerKettemit
drei Punkten,zumanderendie einesGraphen,derauseinerdreipunktigenKetteund
zweimiteinanderverbundenenPunktenbesteht.

y1

y2

y3 ~y 1 ~y 2 ~y 3
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�
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Die Äquivalenz(6.1) ergibt sich daraus,daßRed(G)so konstruiertist, daßdie zu
einerZusammenhangskomponentedesUrsprungsgraphenG geḧorendenTildeknoten
in einer3-Färbungvon Red(G) identischgef̈arbtwerdenmüssen(dieswird garantiert
durch die Knotenreiheunter den Tildeknoten).Red(G) ist abernur dann3-färbbar,
wennmanzwei Tildeknotenverschiedenfärbenkann(dieswird garantiertdurchdie
KnotenüberdenTildeknoten).Ansonstenist Red(G) auf jedenFall 4-färbbar.
3-Färbbarkeit vonRed(G) erzwingtalsomindestenszweiZusammenhangskomponen-
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tenim urspr̈unglichenGraphenG.
Die folgendeTabellegibt abschließendeineformaleDe�nition derhier verwendeten
Reduktion:

� k = 6

� ' 0
i � (x = x) 8i 2 f 1; : : : ; 6g

(i; j ) 2 f 1; : : : ; 6g2 ' ij (x; y)
(1,2),(2,1),(1,3),(3,1) (x = y) _ ES(x; y)

(1,4),(4,1) (x = y) ^ (x 6= M in )
(1,5),(5,1) (x 6= x)

(1,6) y = Min
(6,1) x = Min

(2,3),(3,2) x = y
(2,4),(4,2),(2,5),(5,2),(2,6),(6,2) x 6= x
(3,4),(4,3),(3,5),(5,3),(3,6),(6,3) x 6= x

(4,5),(5,4) x = y
(4,6) (x = y) _ (x = Min ^ y = Max)
(6,4) (x = y) _ (x = Max ^ y = Min)
(5,6) (x = y) _ (x = Min ^ y = Max) _ (x = Succ(y))
(6,5) (x = y) _ (x = Max ^ y = Min) _ (y = Succ(x))

2.Schritt: Schnittstellen

Zur Konstruktionder StrukturenSr
0; Sr

1 wird es notwendigsein, Graphen(z.B. G0

mit G1) zu verbinden.Dazu werdendie GraphenG0; G1 um jeweils vier Knoten
v1; v2; v3; v4 erweitert.Diesevier Knoten dienendannals Schnittstelleund können
mit Hilfe einesAdaptersmit eineranderenSchnittstelleverbundenwerden.Zunächst
müssenaberdie vier Knotenmit demUrsprungsgraphenG0 oderG1 verbundenwer-
den.Die sokonstruiertenGraphenbekommendie NamenF undE.
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F

G0

v4

v3

v2

v1

E

G1

v4

v3

v2

v1

Bevor die Art der Verbindungen der Graphen G0; G1 mit der Schnittstelle
(v1; v2; v3; v4) beschriebenwird, werdenzun̈achstdie ben̈otigtenEigenschaftenvon
F undE festgehalten.DazufolgendeDe�nitionen:

De�nition 6.4
(i) SeiH einGraphmit vier ausgezeichnetenKnoten(v1; v2; v3; v4). NenneH einen

Graph mit SchnittstelleunddievierKnoten(v1; v2; v3; v4) SchnittstellevonH,
kurzS(H). Der Teilgraphvon H, derentsteht,wennmanausH die Schnittstelle
entfernt,seidasModul vonH, kurzM(H) .

(ii) SeiH ein Graphmit SchnittstelleS(H). S(H) nenntmanfarbenreich, wennin
jeder4-FÈarbungvon H die KnotenausS(H) paarweiseverschiedengefÈarbtsind
undmindestenseine4-FÈarbungvon H existiert.

(iii) Sei H ein Graphmit SchnittstelleS(H). S(H) nenntman einfarbig, wenn es
mindestenseine4-FÈarbungvon H gibt, sodaûdie KnotenausS(H) die gleiche
Farbehabenund mindestenseine 4-FÈarbung von H, so daû die vier Schnitt-
stellenknotenpaarweiseverschiedengefÈarbtsind.

F undE werdensokonstruiert,daßfolgendesgilt:

0. F 2 4Cn 3C,E 2 4C.

1. S(F ) ist farbenreich.

2. S(E) ist einfarbig.

3. Duplikatorgewinnt das(c � 4; r )-monNPSpielaufF undE.
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Konstruktion von F :

SeiG0 = (V0; E0). EinederVoraussetzungenanG0 war, daßG0 mindestenseinDrei-
eck entḧalt. Es wird nun ein beliebigesDreieckausG0 gem̈aßfolgenderSkizzemit
denKnoten(v1; v2; v3; v4) verbunden:

G0

v4

v3

v2

v1

Seienblau,grün, rot und gelb die zur VerfügungstehendenFarbenund dasDreieck
ausG0 sei oBdA wie obengef̈arbt. Sei F = f V0 [ f v1; v2; v3; v4g; E 0g, wobei E 0

alle KantenausE0 plus die KantenausobigerSkizzeentḧalt. Es ist klar, daßF 2
4C n 3C und mansieht leicht ein, daßfür jedebeliebige4-Färbung von F folgende
Bedingungengelten:

� v1 ist entwederblauodergelbgef̈arbt.

� v2 ist entwederrot odergelbgef̈arbt.

� v3 ist entwedergrün odergelbgef̈arbt.

� v4 ist gelbgef̈arbt.

S(F ) ist also(noch)nicht farbenreich.EssindweitereKantennötig, umdiessicherzu
stellen.
SeiC4 einebeliebige4-FärbungvonG0, welchedieKnotendesDreiecksgem̈aßobiger
Skizzefärbt.F entstehtausF durchHinzufügenfolgenderKanten:

� v1 wird mit allenKnotenverbunden,welchein C4 nichtblaugef̈arbtsind.

� v2 wird mit allenKnotenverbunden,welchein C4 nicht rot gef̈arbtsind.

� v3 wird mit allenKnotenverbunden,welchein C4 nichtgrün gef̈arbtsind.
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� v4 wird mit allenKnotenverbundenwelchein C4 nichtgelbgef̈arbtsind.

Eswird nungezeigt,daßC4 := C4 [ f v1 = blau; v2 = rot; v3 = grün; v4 = gelbg die
einzige4-Färbungvon F ist. NachKonstruktiongen̈ugt eszu zeigen,daßin jeder4-
FärbungvonF dieKnotenv1; v2; v3; v4 paarweiseverschiedengef̈arbtwerdenmüssen
(damitist S(F ) farbenreich).Seiv4 oBdA gelbgef̈arbt.Esreichtzuzeigen,daßkeiner
derKnotenv1; v2; v3 gelbgef̈arbtseinkann.
JederKnotenausF nf v1; v2; v3; v4g, dernichtmit v4 verbundenist, ist nachKonstruk-
tion mit v1; v2 undv3 verbunden.Da G0 nachVoraussetzungnicht-3-f̈arbbarist, muß
einerdieserKnotenmit derFarbegelbgef̈arbtwerden.Damit kannkeinerderKnoten
v1; v2; v3 gelbgef̈arbtwerden.
Insbesondereist F 2 4C n 3C undS(F ) farbenreich.

Konstruktion von E:

Sei G1 := (V1; E1). Auch E entstehtausG1 durch Erweiterungum eine Schnitt-
stelle (w1; w2; w3; w4). Im Gegensatzzur Konstruktionvon F liegt in diesemFall
die Schwierigkeit wenigerin derSchnittstellenbedingung,alsdaringeeigneteVerbin-
dungskantenzu de�nieren,sodaßDuplikatordas(c � 4; r )-monNPSpielauf F und
E gewinnt. Dieswird durcheinenkleinenTrick realisiert.
EineVoraussetzungvonG0; G1 war, daßDuplikatordas(c;r )-monNPSpielaufdiesen
Strukturengewinnenkann.In diesemSpielwerdennunvier Färbungsrundengespielt.
G0 wird mit denFarbenF1; F2; F3; F4 gef̈arbt.Ein Knotenx 2 V0 wird genaudann
mit derFarbeFi gef̈arbt,wennF die Kante(x; vi ) entḧalt. DieseFärbungbeschreibt
dieVerbindungvonG0 mit derSchnittstelleS(F ) in eindeutigerWeise.Duplikatorbe-
sitzt nuneineGewinnfärbungaufG1. Diesebeschreibtnunin ebendiesereindeutigen
Weisedie Verbindungenvon G1 mit derSchnittstelleS(E). Formalbedeutetdas:

E = (V1 [ f w1; w2; w3; w4g; EE ) mit

EE = E1 [ f (x; w1); (w1; x); x 2 F1g

[ f (x; w2); (w2; x); x 2 F2g

[ f (x; w3); (w3; x); x 2 F3g

[ f (x; w4); (w4; x); x 2 F4g:

DassokonstruierteE erfüllt dienotwendigeSpieleigenschaft.Dieseswird im folgen-
denSatzpräzisiert:

Satz6.5
Die obenkonstruiertenGraphenF; E mit Schnittstellenbesitzendie folgendenEigen-
schaften:

(i) F 2 4C n 3C, S(F ) ist farbenreich.
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(ii) Duplikatorgewinnt das(c � 4; r )-monNPSpielauf F undE. DuplikatorsGe-
winnstrategie lÈaûtdabeidie Schnittstellenknotenkonstant.

(iii) E 2 4C, S(E) ist einfarbig.

Beweis:
SeienE; F dieobenkonstruiertenGraphen.

zu (i): Folgt direktausderKonstruktionvonF .

zu (ii): Eswird DuplikatorsGewinnstrategie im (c � 4; r )� monNPSpielbeschrieben.

Bevor daseigentlicheSpiel beginnt, färbt Duplikator dasModul M(F) von F
mit denFarbenF1; F2; F3; F4 wie obenbeschriebengem̈aßdenVerbindungen
von M(F ) mit derSchnittstelleS(F ). DieseFärbungbeantworteter sichselbst
auf demModul M(E) von E gem̈aßseinerGewinnstrategie im (c;r )-monNP
Spiel auf G0; G1. Die Situationist nun die, daßdie Module von F und E mit
vier Farbengef̈arbt sind undDuplikatorweiterhindas(c � 4; r )-monNPSpiel
aufdiesenModulengewinnenkann.

Nun beginnt daseigentliche(c � 4; r )-monNPSpiel.Hier verfolgt Duplikator
aufdenModulenunddenSchnittstellenjeweilsunterschiedlicheStrategien.Auf
denModulenspieltergem̈aßseiner(c� 4; r )-monNPGewinnstrategie.Auf den
Schnittstellenspielterkonstant.Esist leicht zusehen,daßdieseineGewinnstra-
tegieaufF; E ist. Die einzigeSchwierigkeit sinddieVerbindungenvonModul-
knotenzu Schnittstellenknoten.Durch die anf̈angliche4-Färbung wird garan-
tiert, daßDuplikator immer mit einemModulknotenantwortenkann,der sich
bez̈uglichallerSchnittstellenknotensoverḧalt, wie dervonSpoilergewählte.2

zu (iii): Man sieht leicht, daßes eine 4-Färbung von E gibt, so daßdie Schnittstelle
S(E) mit einerFarbegef̈arbt ist (G1 ist 3-färbbar).Die zweiteBedingungfür
eineeinfarbigeSchnittstelleist die Existenzeiner4-Färbungvon E, sodaßdie
vier Schnittstellenknotenpaarweiseverschiedengef̈arbtsind.Diesefolgt ausder
GewinnstrategieaufF; E (siehe(ii)): SpoilerfärbtF in vier Rundengem̈aßeiner
4-Färbung.HierbeisinddieSchnittstellenknotenpaarweiseverschiedengef̈arbt.
Duplikator �ndet daraufeine Antwort auf E. Es ist klar, daßdieseAntwort
ebenfallseine4-Färbungseinmuß.DaDuplikatorsGewinnstrategiedieSchnitt-
stellenknotenkonstantläßt,mußdiese4-FärbungvonE dieSchnittstellenknoten
vonE paarweiseverschiedenfärben.

3.Schritt: Adapter

Die KonstruktionderStrukturenSr
0; Sr

1, diealsSpielstrukturenim PFO(monNP)-Spiel
verwendetwerden,erfordertes,zwei GraphenE undF mit Schnittstellenmiteinan-
der zu verbinden.Der neueverbundeneGraphE ? F soll wiederumein Graphmit
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Schnittstellesein.In diesemAbschnittwerdendrei verschiedeneVerbindungsadapter
de�niert, die jeweilsverschiedeneEigenschaftenderSchnittstellevonE ? F liefern.
Adapter A
FolgendeSkizzebeschreibtdie Strukturvon AdapterA:

E

v4

v3

v2

v1

F

w4

w3

w2

w1

DasZeichen?X stehtfür dieVerkn̈upfungzweierGraphenE; F mit Schnittstellemit-
telsAdapterX, d.h.E ?A F ist derGraph,denmanerḧalt,wennmanE mittelsAdapter
A mit F verbindet.AufgrundderSymmetrievon AdapterA ist derOperator?A kom-
mutativ. Alle hierbetrachtetenAdapterwerdenkommutativ sein.
FolgendeEigenschaftendesOperators?A werdenwichtig seinundsindleicht zu zei-
gen:

Lemma 6.6
SeienE; F zweiGraphenmit Schnittstelle.Danngilt:

(A1) SindS(E) undS(F ) farbenreich,soist E ?A F nicht-4-fÈarbbar.

(A2) Ist S(E) oderS(F ) einfarbig,soist E ?A F 4-fÈarbbar.

Bemerkung6.7
Im weiterenVerlaufwird esnichtnotwendigsein,daûderGraphE ?A F eineSchnitt-
stellehat.OhneEinschrÈankungkannaberdieSchnittstelledeslinkenGraphen(E) als
SchnittstellevonE ?A F de®niertwerden.

Adapter B
FolgendeSkizzebeschreibtdie Strukturvon AdapterB :
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E

v4

v3

v2

v1

F

w4

w3

w2

w1

h1 h2 h3 h4

s1 s2 s3 s4

AdapterB erweitertdie verkn̈upften Graphenum acht Knoten.DiesewerdenAd-
apterknoten genannt.Die neuenKnoten (s1; s2; s3; s4) bilden die Schnittstellevon
E ?B F . Die vier Knotenh1; h2; h3; h4 dienenlediglich alsHilfsknoten,um folgende
anAdapterB gefordertenEigenschaftenzuerreichen:

Lemma 6.8
SeienE; F zweiGraphenmit Schnittstelle.Danngilt:

(B1) SindS(E) undS(F ) farbenreich,soist S(E ?B F ) ebenfalls farbenreich.

(B2) Ist S(E) oderS(F ) einfarbig,soist auchS(E ?B F ) einfarbig.

Beweisidee:(B1) Ist sowohl E als auchF farbenreicherzwingendie Verbindun-
gender Knotenv1; v2; w1; w2, daßdie Knotenv3; v4; w3; w4 in einer4-Färbungpaar-
weise verschiedengef̈arbt werden.Diese Eigenschaftvererbt sich auf die Knoten
h1; h2; h3; h4 unddannweiteraufdie Schnittstellenknotens1; s2; s3; s4.
(B2) Zunächst folgt wie in (B1), daß die Knoten so gef̈arbt werdenkönnen,daß
s1; s2; s3; s4 paarweiseverschiedengef̈arbtsind.
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SeioBdA E einfarbig.Mansiehtleicht,daßeseine4-Färbunggibt, die für dieKnoten
v3; v4; w3; w4 nurdreiFarbenben̈otigt. Diesvererbtsichauf die Knotenh1; h2; h3; h4.
Mit dernochfreienFarbekönnendanndieKnotens1; s2; s3; s4 gef̈arbtwerden.

Adapter C
FolgendeSkizzebeschreibtdie Strukturvon AdapterC:

E

v4

v3

v2

v1

F

w4

w3

w2

w1

s4

s3

s2

s1

Die neuenKnoten(s1; s2; s3; s4) bildendie Schnittstellevon E ?C F .
FolgendeEigenschaftendesOperators?C werdenwichtig seinundsindleicht zu zei-
gen:

Lemma 6.9
SeienE; F zweiGraphenmit Schnittstelle.Danngilt:

(C1) Ist S(E) oderS(F ) farbenreich,soist S(E ?C F ) ebenfalls farbenreich.

(C2) SindS(E) undS(F ) einfarbig,soist auchS(E ?C F ) einfarbig.

4.Schritt: Konstruktion von Sr
0 und Sr

1

In diesemAbschnittwerdendie SpielgraphenSr
0 und Sr

1 induktiv konstruiert.Diese
Spielgraphenerfüllendie im folgendenSatzbeschriebenenEigenschaften.

Satz6.10
(i) FÈur alle r 2 N ist Sr

0 nicht-4-fÈarbbar.

(ii) FÈur alle r 2 N ist Sr
1 4-fÈarbbar.

(iii) FÈur alle r 2 N gewinnt Duplikatordas(98)r (c � 4; r )-PFO(monNP)Spielauf
Sr

0; Sr
1.
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Da(c;r ) 2 N2 zuBeginnbeliebiggewähltwerdenkonnte,folgt sofort,daßdieGraph-
eigenschaftnicht-4-F̈arbbarkeit in PFO(monNP)nichtausdr̈uckbarist. Teil (i) und(ii)
desSatzeswird sichdirekt ausderKonstruktionunddenEigenschaftender? Opera-
torenergeben.
Zunächstwird einweitererOperator?X ! Y ben̈otigt. DazufolgendeDe�nition:

De�nition 6.11
SeienK i ; i 2 N; Graphenmit Schnittstelle.Sei G ein Graph,der als Produkteiner
endlichenTeilmengevon f K i ; i 2 Ng darstellbarist. Dabei sind die Operatoren
?A ; ?B ; ?C als ProduktoperatorzulÈassig.Dann ist ?X ! Y G derjenigeGraph,der ent-
steht,wennmanin derProduktdarstellungvonG denOperator?X durchdenOperator
?Y ersetzt.

Beispiel:SeienK 1; K 2 Graphenmit Schnittstelle.G seide�niert durch

G := (K 1 ?C K 2) ?A (K 1 ?C K 2):

Danngilt:

?A! B G := (K 1 ?C K 2) ?B (K 1 ?C K 2):

Konstruktion von Sr
0 und Sr

1:

Für r = 0 seiS0
0 = F ?A F undS0

1 = E ?A E.
SeiennunSr

0 undSr
1 schonkonstruiert.Dannseien

Sr +1
0 := ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) ?A ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1))

und

Sr +1
1 := ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) ?A ((?A! B Sr

1) ?C (?A! B Sr
1)) :

FolgendeSkizzeerleichertdasVersẗandnisdieserDe�nitionen:
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Sr
0 Sr

1

r = 0 :

F FA E EA

r = 1 :

B BF F F F

C C

B BE E E E

A

B BF F E E

C C

B BE E E E

A

r = m + 1 :

?A! B (Sm
0 ) ?A! B (Sm

0 )

C C

?A! B (Sm
1 ) ?A! B (Sm

1 )

A

?A! B (Sm
0 ) ?A! B (Sm

1 )

C C

?A! B (Sm
1 ) ?A! B (Sm

1 )

A

Beweisvon Satz6.10:
zu (i),(ii): Aus folgendemLemmaüberdie SchnittstellenderSpielgraphenSr

0; Sr
1 er-

gibt sichdie Behauptungleicht.

Lemma 6.12
(1) FÈur alle r 2 N ist S(?A! B Sr

0) farbenreich.

(2) FÈur alle r 2 N ist S(?A! B Sr
1) einfarbig.
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Beweis:
(1) r = 0 : Da S(F ) farbenreichist, folgt ausEigenschaft(B1) von ?B sofort, daß
S(S0

0) = S(F ?B F ) farbenreichist.
r ! r + 1: NachDe�nition ist

?A! B Sr +1
0 := ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) ?B ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) :

Nach(B1) ist Sr +1
0 farbenreich,wenn((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) farbenreichist. Nach

(C1)gilt das,sobaldentweder(?A! B Sr
0) oder(?A! B Sr

1) farbenreichist. (?A! B Sr
0) ist

nachInduktionsannahmefarbenreich.
DerBeweisvon (2) läuft analog. 2

Da
Sr +1

0 := ((?A! B Sr
0) ?C (?A! B Sr

1)) ?A ((?A! B Sr
0) ?C (?A! B Sr

1)) :

folgt nunnach(A1), daßSr +1
0 nicht 4-färbbarist, falls ((?A! B Sr

0) ?C (?A! B Sr
1)) far-

benreichist.Nach(C1)istdasdannderFall, wennentweder(?A! B Sr
0) oder(?A! B Sr

1)
farbenreichist. (?A! B Sr

0) ist abernachobigemLemmafarbenreich.Diesbeweist(i).

DerBeweisvon (ii) läuftanalog.

zu (iii): Es wird gezeigt,daßDuplikator für alle r 2 N eine Gewinnstrategie im
(98)r (c� 4; r )-PFO(monNP)SpielaufSr

0; Sr
1 hat,welchediebeidenSchnittstellen,die

durchdeninnerenA-Adapterverbundensind,entwederkonstantläßtodermiteinander
vertauscht.

r = 0 : Dulikatorhatim (c� 4; r )-monNP-SpieleineGewinnstrategieaufF; E, welche
die Schnittstellenkonstantläßt (sieheSatz6.5). Darausergibt sich sofort eine
GewinnstrategieaufS0

0 = (F ?A F ); S0
1 = (E ?A E), welchebeideSchnittstellen

konstantläßt.

r ! r + 1 : Für denInduktionsschrittwird folgendesLemmaben̈otigt:

Lemma 6.13
DuplikatorhateineGewinnstrategie im (98)r (c � 4; r )-PFO(monNP)Spielauf
(?A! B Sr

0), (?A! B Sr
1), welchedie Adapterknotendesneuen(innersten)B Ad-

apterskonstantlÈaût.

Beweis:

Der einzigeUnterschiedzwischenSr
0; Sr

1 und (?A! B Sr
0); (?A! B Sr

1) ist der in-
nereA-Adapter, derdurcheinenB-Adapterersetztwird. Da die Adapterknoten
diesesB-Adapterssymmetrischzu beidenSchnittstellensind,kannDuplikator
seinSpielauf Sr

0; Sr
1 übernehmenundauf denAdapterknotenkonstantspielen.

2



6.1. BEWEISVON SATZ 6.1F ÈUR K = 4 107

FolgendeSkizzeist hilfreich,umdieerstenbeidenRundenim (98) r +1 (c� 4; r )-
PFO(monNP)Spielzuverstehen:

A1

A11

A12

A2

A21

A22

?A! B (Sr
0) ?A! B (Sr

0)

C C

?A! B (Sr
1) ?A! B (Sr

1)

A Sr +1
0

B1

B11

B12

B2

B21

B22

?A! B (Sr
0) ?A! B (Sr

1)

C C

?A! B (Sr
1) ?A! B (Sr

1)

A Sr +1
1

Die erstenzwei Spielrundenauf Sr +1
0 ; Sr +1

1 spielt Duplikator nachfolgender
Strategie:

Runde1: Spoilerwählt einenKnotenausSr +1
0 . Wegender Symmetriekanndieser

oBdA ausA2 angenommenwerden.Duplikator antwortet mit demselben
KnotenausB1 (A2

�= B1). Im weiterenVerlaufdesSpielsspieltDuplikator
auf A2; B1 immerkonstant.

Runde2: Spoilerwählt einenKnotenausSr +1
1 .

Fall 1: Dieserist ausB1. Dannantwortet Duplikator konstantauf A2 (siehe
oben).
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Fall 2: Dieserist ein Adapterknotendes(innersten)C-Adaptersin B2. Dann
antwortetDuplikatorkonstant(isomorph)aufA1.

Fall 3: Dieserist oBdA ausB21. Dannantwortet Duplikator mit demselben
KnotenausA12 (A12

�= B21) undim weiterenVerlaufdesSpielsspielt
Duplikatorauf A12; B21 konstant.

Der RestdesSpielesist auf denBereichenA2; A12; B1; B21 gekl̈art.Auf A11 =
?A! B (Sr

0) und B22 = ?A! B (Sr
1) spielt Duplikator seineGewinnstrategie aus

Lemma6.13aus.

Man sieht leicht, daßdamit eine(98)r +1 (c � 4; r )-PFO(monNP)Gewinnstra-
tegie auf Sr +1

0 ; Sr +1
1 gegebenist, die die SchnittstellenknotendesA-Adapters

entwederkonstantläßtodervertauscht. 2

6.2 Der Fall k > 4

Esist nichtschwerzuzeigen,daßdieMethodenfür denFall k = 4aufdenallgemeinen
Fall k � 4 erweitertwerdenkönnen.DieseErweiterungwird im Folgendenknapp
beschrieben.

Schritt1: Im allgemeinenFall, werdenGraphstrukturenGk
0; Gk

1 mit folgendenEigenschaf-
tenben̈otigt:

1. Duplikator gewinnt das (c;r )-monNP Spiel auf Gk
0; Gk

1. Dabei kann
(c;r ) 2 N2 beliebigfestgelegt werden.

2. Gk
0 2 non(k � 1)C, Gk

1 2 (k � 1)C

3. Gk
0 2 kC undGk

0 entḧalt einenK k� 1.

Dieselassensichausdenim Fallek=4 verwendetenGraphenG0; G1 konstruie-
ren.DazuwerdendieseumjeweilseinenPunkterweitern,dermit allenanderen
verbundenwird. Dadurchver̈andertsichnichtsandenSpieleigenschaften,sehr
wohl wird aberdie notwendigeFarbenzahlum einserḧoht. Dieskanninduktiv
fortgesetztwerden.

Schritt2: Gk
0; Gk

1 werdenum jeweils k KnotenundgeeigneteKantenerweitert.DieseEr-
weiterungist völlig analogzumFall k = 4. Die sokonstruiertenGraphenkrie-
gendie NamenFk ; Ek . Mit einervöllig analogenDe�nition von Schnittstelle,
farbenreichundeinfarbigergebensichfolgendeEigenschaftenvonFk ; Ek :

0. Fk 2 kC n(k � 1)C, Ek 2 kC.

1. S(F ) ist farbenreich.

2. S(E) ist einfarbig.
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3. Duplikatorgewinnt das(c � k; r )-monNPSpielaufFk ; Ek .

Schritt3: Ebensowie im Fall k=4 werdendreiAdapterA; B ; C mit analogenEigenschaf-
tende�niert. Die ErweiterungderAdapterA undC ist leicht zu sehen.Die Er-
weiterungvonAdapterB einwenigschwieriger. Manmußin demFall zwischen
gerademundungerademk unterscheiden.Da ein formaleDe�nition desAdap-
tersB für allgemeinesk sehrumsẗandlichist, zeigtdie folgendeAbbildungdie
Strukturfür k=5 undk=6.Daraufaufbauendist dieErweiterungfür allgemeines
k leicht zusehen.
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k = 5

v1

v2

v5

v4

v3

w1

w2

w5

w4

w3

h1 h2 h3 h4 h5

s1 s2 s3 s4 s5
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k = 6

v1

v2

v6

v5

v4

v3

w1

w2

w6

w5

w4

w3

h1 h2 h3 h4 h5 h6

s1 s2 s3 s4 s5 s6

Schritt4: Eswerdenschließlichvöllig analogzumFall k = 4 StrukturenSr
0; Sr

1 mit fol-
gendenEigenschaftenkonstruiert:

1. Sr
0 2 nonkC, Sr

1 2 kC.

2. Duplikatorgewinnt das(98)r (c � k; r )-PFO(monNP)SpielaufSr
0; Sr

1.

6.3 Der Fall k = 3

Wie siehtesmit der hier verwendetenMethodeim Fall k = 3 aus?Um analogzum
Fall k = 4 argumentierenzu können,müßtenicht-2-Färbbarkeit nicht in monNPaus-
drückbarsein.Die folgendenbeidenSätzezeigenaber, daßdiesnicht soist:
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Satz6.14
Ein GraphG ist genaudannnicht-2-fÈarbbar, wenner einenKreis mit ungeraderKno-
tenzahlenthÈalt.

Beweis:Leicht zuzeigen.

Satz6.15
Nicht-2-FÈarbbarkeit 2 monNP.

Beweis:
Eswird gezeigt,daßdie Eigenschaft

UK := G entḧalt einenungeradenKreis

in monNPausgedr̈ucktwerdenkann.
JederGraphmit einemungeradenKreisentḧalt aucheinenminimalenungeradenKreis
C.Die KnotenvonC habenbisaufdieKreisverbindungskantenkeineweiterenKanten
innerhalbvon C, dennsonstwäreC nicht minimal.Die Existenzeinessolchenreinen
ungeradenKreiseswird durchfolgendemonNP-Formelbeschrieben:
' n2F := 9 UK (ungeraderKreis)9 B (blau)9 R (rot) mit

+ jederPunktausUK hatgenauzweiNachbarnin UK.

+ jederPunktausUK ist entwederblauoderrot.

+ esgibt genauzweibenachbartePunktein UK mit derselbenFarbe. 2

Auch wennder Fall k = 3 nicht mit derselbenMethodewie der Fall k � 4 erledigt
werdenkann,gilt dasErgebnisauchfür k = 3. Dies läßtsich durcheineReduktion
auf denFall k = 4 erledigen.Die entscheidendeIdeezu dieserReduktionverdanke
ich HerrnKonradZdanowski.
Notwendigist eineFO-ReduktionersterOrdnungdesProblemsnicht-4-Färbbarkeit
aufdasProblemnicht-3-Färbbarkeit . DesweiterenbrauchtmaneinezuSatz6.3analo-
geAbschlußeigenschaftvonPFO(monNP)bzgl.solcherFO-Reduktionen1. Ordnung.
DieseläßtsichanalogzuSatz6.3beweisen.

6.4 Zusammenfassungund Bemerkungenzu Kapitel 5
und 6

Im zweitenTeil dieserArbeit wurdenmonadischeAbschlüssevon monadicNP unter-
sucht.Haupts̈achlichging esum denpositivenFO-Abschlußvon monadicNP (kurz:



ZUSAMMENFASSUNGVON KAPITEL 5 UND 6 113

PFO(monNP)).Im weiterenKontext wurdederAbschlußvon monadicNP bzgl.FO-
Quanti�zierung und existentiellermonadischerSO-Quanti�zierung(closedmonadic
NP, kurz: cmonNP)betrachtet.
Die Tatsache,daßGraphzusammenhangin 88monNP� PFO(monNP)ausdr̈uckbar
ist, zeigt,daßPFO(monNP)eineinteressanteundvernünftigeErweiterungvonmona-
dic NPist. Mankannsogarzeigen,daßesfür jedesk 2 N in PFO(monNP)beschreib-
bareEigenschaftengibt, die nicht in k-stelligerexistentiellerSO-Logik ausgedr̈uckt
werdenkönnen(siehe[1]). PFO(monNP)ist alsodurchausausdrucksstärkeralsmona-
dic NP.
Ajtai,Fagin und Stockmeyer waren die ersten, denen es gelungen ist, eine in
PFO(monNP)nichtausdr̈uckbaremonadischeEigenschaftPg zu�nden. Dabeiist eine
Eigenschaftmonadisch,fallssiein MSOausdr̈uckbarist. In derFolgezeitkonnteMar-
cinkowski zeigen,daßdieEigenschaftE = Erreichbarkeit in gerichtetenGraphennicht
in PFO(monNP)ausdr̈uckbarist.
In Kapitel 5 wurde gezeigt,daß beide Beweise auf derselbenGrundideeberuhen.
Grobgesprochenwerdendie vorangestelltenFO-Rundendurch Spielenauf isomor-
phenTeilstrukturenbewältigt.
DesweiterenwurdederBeweisvonFaginetal. vereinfachtundverallgemeinert.
Im Hinblick aufclosedmonadicNPsindfolgendeFragenoffen:

� Ist dieHierarchieinnerhalbvonclosedmonadicNPstrikt (sieheAbschnitt2.2)?

� Gibt esmonadischeEigenschaften,dienicht in closedmonadicNPausdr̈uckbar
sind.Gilt alsocmonNP6= MSO?

Sowohl Pg, als auchE sind in der zweitenStufe von cmonNPbeschreibbar. Beide
Eigenschaftensindalsonichtgeeignet,umAntwortenauf obigeFragenzu �nden.
In Kapitel6 wurdegezeigt,daß

nicht-k-Färbbarkeit (kurz:nonkC) =2 PFO(monNP)für k � 3 (� ):

Dies ist dasHauptergebnisdeszweitenTeils dieserArbeit. Unterder Annahme,daß
NP6= co-NP, gilt

nonkC =2 closedmonadicNP. (�� )

Da nonkC leicht in co-monadicNP beschreibbarist, würde (�� ) die zweite Frage
positiv beantworten.DasErgebnis(� ) ist einersterSchrittin dieseRichtung.
Esist jedochnichtzuerwarten,daßeineleichteVerallgemeinerungderhierverwende-
tenMethodenzumBeweisvon (�� ) führenkann.WesentlicherBestandteilim Beweis
von (� ) war eineReduktionder EigenschaftGraphzusammenhangauf dasProblem
nonkC.DuplikatorsSpielstrategieim PFO(monNP)-Spielberuhtentscheidendaufsei-
ner Spielstrategie im monadicNP-Spielbzgl. der EigenschaftGraphzusammenhang.
Dieseist aberschonin 88monNPausdr̈uckbar.
AusmeinerSichtkönnteeindirekter(nicht aufReduktionberuhender)Beweisvon
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nonkC =2 monadicNP

zugroßenFortschrittenin Bezugauf (�� ) führen.

Wasdie erstederobigenFragenangeht,ist die Situationähnlichdeprimierendwie im
Kontext von GraphzusammenhangundmonadicNP + starke built-in Relationen.Es
ist bishernicht gelungen,eineEigenschaftnicht-2te-Stufezu �nden mit

nicht-2te-Stufe=2 2teStufevon cmonNP^ nicht-2te-Stufe2 cmonNP (� � � ).

AuchdasAnwendenvon plausiblenkomplexitätstheoretischenAnnahmenliefert kei-
nesolcheEigenschaft.
Eskönntealsosein,daßdie Hierarchieauf derzweitenStufezusammenf̈allt. Eswar
mir langeZeit unklar, warumes(scheinbar)so schwerist, Nichtausdr̈uckbarkeitsbe-
weisefür monadischeEigenschaftenbzgl. derzweitenStufevon cmonNPzu führen.
Für die scheinbarschwierigeremonadischeHierachiekonnteMatz undThomas(sie-
he[20]) die Striktheitbeweisen.Dieswurdeim wesentlichendurchZählenvonSpiel-
typenerreicht.Ein analogesVorgehenim Kontext von closedmonadicNP ist nicht
möglich, da die Anzahl von Spieltypenstarkvon der Anzahl der Alternationenvon
All- undExistenzquantoren(unabḧangigob FO- oderSO-Quantoren)abḧangt.Es ist
auchleicht zu zeigen,daßalle von Matz undThomasverwendetenEigenschaftenin
derzweitenStufevonclosedmonadicNPausdr̈uckbarsind.
Der folgende(unveröffentlichte) Satzvon Schweikardtund Schwentickliefert eine
möglicheBegründungfür dieSchwierigkeit von (� � � ):

Satz6.16
Esgibt zweiOrdnungsrelationen< 1; < 2, sodaûfolgendeImplikationgilt:

monNP(+)� monNP(< 1; < 2).

Bemerkung6.17
UnterbestimmtenBedingungenandiebeidenOrdnungsrelationengilt auchdieumge-
kehrteInklusion.

Für die zweite Stufe von closedmonadicNP (kurz: 2cmonNP)folgt dasfolgende
Korollar.

Korollar 6.18
Esgibt zweiNachfolgerrelationenS1; S2, sodaûfolgendeImplikationgilt:

monNP(+)� 2cmonNP(S1; S2).

Erweitertmanalso2cmonNPum zwei einfacheNachfolgerrelationen,so erḧalt man
die volle Ausdruckssẗarke von monNP(+).Einerseitsliefert diesesKorollar ein in-
tuitivesVersẗandnisdafür, daßesschwierigist, Eigenschaftenmit (� � � ) zu �nden.
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AndererseitskönnteesAusdrucksschẅacheergebnisseim Kontext mit monNP(+)lie-
fern. DazubrauchtmaneineEigenschaftE mit E =2 2cmonNP(S1; S2), wobeiS1; S2

beliebigeNachfolgerrelationensind.
Überraschenderweiseist esleicht, nicht monadischeEigenschaftenzu �nden. Insbe-
sonderesind dieseEigenschaftennicht in cmonNPausdr̈uckbar. Ein Beispiel dafür
ist die EigenschaftHamiltonkreis(sieheTuran[27]). Der einfacheBeweiskannohne
SchwierigkeitenzumBeweisdesfolgendenSatzeserweitertwerden.

Satz6.19
Hamiltonkreis =2 MSO(S1), wobeiS1 einebeliebigeNachfolgerrelationist.

AllerdingsscheinendieMethodennichtmehrzufunktionieren,sobaldmaneinezweite
Nachfolgerrelationzuläßt.
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