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Kapitel 1

Einleitung

Die Komplexitatstheoriebesclaftigt sich mit der Kompleitat von algorithmischen
ProblemenEs gehtdabeium die Frage,welche Mengean Zeit- und/oderPlatzres-
sourcemotwendigsind, um ein gegebene$roblemauf einerMaschine(z.B. Turing
Maschine)xu berechnen.

Eine besonderschwierigeProblemstellungn diesemBereichist die Fragenachun-
terenZeit- und/oderPlatzschranén.

Fagin hatin seinerbahnbrechendeArbeit einendirektenZusammenhangwischen
derwichtigenKomplexitatsklass@&P (die Mengederin nicht deterministischepoly-
nomiellerZeit berechenbareRrobleme)und existentiellerSecondOrderLogik fest-
gestellt.In derFolgezeitkonntenviele wichtige Komplexitatsklassemittelslogischer
Spracherbeschriebemerden FolgendeTabellegibt einenknappenUberblick:

Komplexitatsklasse logischeSprache| Referenz

ImmermannVardi P = FO+LFP+< [15]
Fagin NP = 9SO [10]
co-NP = 8S0 [10]

Stockmeger PH = SO [25]

Untere Zeit- und/oder Platzlomplexitatsschrangn konnen daher auch durch den
Nachweisvon AusdrucksschachebestimmtelogischerSprachergefundenverden.
Um z.B. zu zeigen,dal3ein algorithmische$roblemnicht in NP liegt, gerigt eszu
zeigen,daflRdasProblemnicht in existentieller SO-Logik (auf endlichenModellen)
ausgedicktwerdenkann.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die anfanglicheHoffnung, auf diesemwWege neueuntereKomplexitatsschrangnauf-
zu nden, hatsichallerdingsnichterfullt. TreffendstellteFaginfest:

» Thereis nofreelunch .

Der Nachweisvon Ausdrucksschéchein voller existentieller SO-Logik scheint ex-
trem schwerzu sein. Vernunftiges Arbeitenist bishernur auf einfachenFragmenten
von existentieller SO-Logik moglich. Ein solcheseinfachesFragmenterhalt man,
wenn man nur existentielle SO-Quanti zierunguber einstellige Relationenzulafit.
Man bezeichnetliesenTeil von existentieller SO-Logik mit monadic NP. Monadic
NP ist einerseitdeutlich ausdrucksschicherals volle existentielleSO-Logik,ande-
rerseitdiefert dieseTatsachalie Moglichkeit relativ einfadhe Beweisefur Ausdrucks-
schwachezu fuhren.Wesentlichevoraussetzungst dabeidie Beschéankungauf mo-
nadische(einstellige) SO-Quanti zierung(schonauf binaremNP funktionierenalle
hier verwendetemMethodemicht mehr).

Faginbezeichnetélie Besclaftigungmit monadicNP, als
» ...training groundfor attackingthe problemsn their full geneality” .

Wie untenangedeutewvird, hater monadicNP damitein wenigunterbevertet.

DieseArbeit besclaftigt sich mit der Ausdruckssirke von monadischerErweiterun-
genvonmonadid\P. DabeiwerdendiefolgendenArtenvon Erweiterungemetrachtet:

1. MonadicNP + built-in Relationen(Kapitel 3 und4).
2. Abschlissevon monadicNP:

a. PFO(monNP)} Positver FO-Abschluf3son monadicNP.

b. ClosedmonadidNP = Abschlufvonmonadid\P bzgl.FO-Quanti zierung
undexistentiellermonadische60O-Quanti zierung.

Erstaunlilherweisekanndie BetrachtungdieserErweiterungenvon monadicNP zu
hochstinteressantekomplexitatstheoretischelBrgebnisseritihren.Es geltendie fol-
genderSatze:

Satz1 (Lynch 82)
monadicNP + built-in Addition + polynomiellesPadding= NP

PolynomiellesPaddingbedeutetlabeieineStrukturerweiterungm polynomiellviele,
isolierte Knoten.Diesekdnnenim gewissenSinneals Speiterbitsinterpretiertwer
den.

Satz2 (Schweikardt, Schwentick)
a) zweite Stufe von closedmonadicNP + zwei built-in Nachfolgerrelationen
monadicNP + built-in Addition.
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b) zweite Stufe von closedmonadicNP + zwei built-in Nachfolgerrelationern-
polynomiellesPadding= NP

MonadicNP ist alsonicht bloR eine Ubungswiesesonderrkannim Zusammenhang
?

mit bestimmtermrmonadischerErweiterungerdurchauszur Antwort der FrageNP 6
co-NPfuhren.

1.1 Inhalt und ErgebnissadieserArbeit

Themavon Kapitel 3 und4 ist monadicdNP, erweitertum bestimmteKlassernvon built-
in RelationenEine built-in Relationkanndabeialseinea priori festgelgte Struktur
informationinterpretiertwerden(sieheDe nition 2.7).

Kapitel 5 und 6 besclaftigen sich haupt&chlich mit dem Abschluf3von monadic
NP bzgl. FO-Quanti zierung(kurz: PFO(monNP))Angeschnitterwird auchder Ab-
schluRvon monadicNP bzgl. FO- undexistentiellermonadischeS0O-Quanti zierung
(kurz: closedmonadicNP) und der AbschlufReinerbeliebigenmonadischersprache
L bzgl. FO-Quanti zierung(kurz: PFO(L)).
DasfolgendeSchaubilcbeschreibtienAufbaudieserArbeit undgibt einenUberblick
dervorkommenderErweiterungervon monadicNP (kurz: monNP):

Kapitel 1:
Einleitung
|
Kapitel 2:
Sktze,De®nitionen
undNotationen
Kapitel 3 undKapitel 4: Kapitel 5 undKapitel 6:
MonadicNP + built-in Relationen Abschlissemonadischer
Sprachen
Kapitel 3: Kapitel 4: Kapitel 5: Kapitel 6:
MonadicNP + MOHEid_ICNPf Positive FO-Abschlisse Nicht-k-F&rbbarkeit 2
verpackbare unendlichteilbare discheB h
Relationen Relationen monhadiscnebprachen, PFO(monNP)k 3
speziel:PFO(monNP)
ClosedmonadicNP
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1.1.1 Monadic NP + built-in Relationen

Im Zusammenhangit monadicNP konnenbuilt-in Relationenin zwei Klassenauf-
geteiltwerden.Dazudie folgendeDe nition:

De nition 1
a) Einebuilt-in RelationB heidtstark,falls

monadicNP + B + polynomiellesPadding= NP

b) Einebuilt-in RelationheiGtschwach,falls sie nicht starkist.

Viele Arbeitenim Kontext von monadicNP + built-in Relationerbesclaftigensichmit
der Grapheigenschafusammenhangon Graphen In denletztendrei Jahrzehnten
wurdefir eineVielzahlvon built-in RelationerB gezeigtdal}

GraphzusammenhargmonadicNP + B. ()
DieshatzuderVermutunggefuhrt (Fagin, Stockmeer, Vardi, siehe[13]), dal3
Graphzusammenhar&monadicNP + beliebigebuilt-in Relationen.

Ein HauptegebnisdeserstenTeils dieserArbeit ist eineKlassi zierung aller built-in
Relationenyondenen(bis 2002)( ) gezeigtwerdenkonnte.Esermibt sicheine(nicht
disjunkte)Zerlegungin die beidenKlassen:

verpackbarduilt-in RelationenKapitel 3) und

unendlichteilbarebuilt-in Relationen(Kapitel 4).

Mit dieserKonzepterkann( ) fur neueRelationenklassegezeigtwerden Dabeihan-
deltessichum:

Aquivalenzrelationen

x-built-in Relationen

Relationemmit lokal beschéankterBaumweite
Relationemmit lokal verbotenenvollstandigenMinor
Teilbarkeitsrelation

Multiplikationsrelation

Desweiterenverdenbekanntdergebnissenit neuenViethoderbewiesen Die Beweise
sinddadurchintuitiver, einfacherundkiirzergevorden.Dabeiwird ( ) gezeigtfur:
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Relationemmit beschankterBaumweite(diesesindverpackbarund
Relationemmit verbotenenMinor K (diesesindunendlichteilbar).

Schliel3lichwird gezeigtdaldverpackbar@indunendlichteilbareRelationenschwach
im SinneobigerDe nition sind.Dasbedeutetdal3alle built-in Relationenfur die ( )
bishergezeigtwurde,schwachsind.

() fureinestarle built-in Relationzu zeigen sdeintsehrschwerzu sein.Daherist es
sinnvoll obigeVermutungabzuschwichenund zurachstdie Fragezu untersuchemb

GraphzusammenharggmonadicNP + schwachebuilt-in Relationen.

Dazuist eswahrscheinlicmotwendigeine brauchbare Klassi kation von schwachen
built-in Relationerzu nden. Am Endevon Kapitel 4 wird die Frageaufgevorfen,ob
eineArt Kombinationder Eigenschaftenerpackbaundunendlichteilbareinesolche
Klassi kation liefern konnte.

1.1.2 AbschlkEissemonadischerSprachen

Wie obenerwahntkanneslohnenswertsein, sich mit der zweiten Stufe von closed
monadicNP zu besclaftigen.Erweitertmandieseum zwei (einface) Nachfolgerrela-
tionen,so erhalt mandie volle Ausdruckssirke von monadicNP + built-in Addition.
ZusatzlichespolynomiellesPaddingliefert sogardie volle Ausdruckssirke von NP,

Im Kontext von closedmonadicNP stellensichinsbesonderdie folgenderewei Fra-
gen:

1) Istdie Hierarchieinnerhalbvon closedmonadicNP strikt?
2) Gilt: closedmonadicNP 6 MSO (monadisché&econdOrderLogik)?

Bezogerauf monadisché&igenschaftelisolchedie in MSO ausdiickbarsind)scheint
esjedochschonauf der zweiten Stufe von closedmonadicNP sehrschwerzu sein,
Ausdrucksschachenachzuweisen.

Die bisherigen Ergebnisse auf diesem Gebiet beziehen sich daher nur auf

PFO(monNP)AIs erstedst esFaginetal. gelungerfir einemonadischésigenschaft
zuzeigendaRdiesenichtin PFO(monNPausdiickbarist (siehg[3]). In derFolgezeit
konnteMarcinkowski nachweisengal3die EigenschafErreichbarkeit in gerichteten
Graphenin PFO(monNPhicht ausdiickbarist (siehe[18]).

Im zweitenTeil dieserArbeit werdendie beidenBeweisegegeriibegestellt.Eswird
gezeigt,dal3die zugrundeligendeHauptideein beidenAnsatzenidentischist. Des-
weiterenwird derBeweisvon Faginetal. vereinfichtundverallgemeinert.

DasHauptegebnisdiesesTeilsist derNachweisdal}
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nicht-k-Farbbarkeit (kurz: norkC) 2 PFO(monNP),k 3.

AusderAnnahmegdalRNP 6 co-NPfolgt norkC 2 closedmonadicNP unddanorkC

leichtin co-monadid\NP beschriebemverdenkann,folgt einepositive Antwort aufdie
zweiteFrage.

Im Gegensatzzu den beidenobigen Eigenschafter(die beidein der zweiten Stufe
von closedmonadicNP beschreibbasind) hatalsodie Besclaftigungmit norkC das
Potentialeinepositive Antwort auf die zweiteFragezu liefern.



Kapitel 2

Satze, De®nitionen und Notationen

2.1 Endliche Relationsstrukturen

stantensymbolerc;;:::;c,. Eine endliche Struktur A Uber S ist ein Tupel
(UM RY; 5 RM e iin5chy), wobei UA, der Grundraum  (auch Universum ge-
nannt),eineendliche hichtleereMengeist, RA jz(i“)UA eine (R;)-stelligeRela-
tionistundc® 2 U* eineKonstantdst.

Soweit esausdemZusammenhanglar ist, wird in dieserArbeit nicht zwischernRela-
tionensymbolemind denzugeldrigenRelationerunterschieden.

Beispiel2.1

Eine spezielle,flr dieseArbeit entscheidendeSignaturist die zu Graphstrukturen
gehBrendeSignaturf Eg, wobei E eine zweistellige,symmetrische&antenrelation
ist. Graphstrukturerwerden Eblicherweisemit G bezeichnetder Grundraum¥ in
diesemFalle oftmalsmit V/(G) (V flr Vertex Set).

Oftmalswerdennichtreine Graphstrukturensonderrnum bestimmteRelationenund
KonstantererweiterteGraphstrukturemetrachtetDasbedeuteStrukturermit Signa-

Konstantersind. Auch dieserTyp von Strukturenwird in dieserArbeit als Graph-
strukturbezeichnet.

Bemerkung 2.2

Da in dieserArbeit fastausschliellichmit Graphstrukturemearbeitetvird, beziehen
sichdie folgenderBetrachtungeauf GraphstrukturerDie Verallgemeinerungufbe-
liebige Strukturenist leicht durchzutghren.

benachbart wennR;(x;y) (d.h.(x;y) 2 R;). Der Grad einesknotenx 2 V(G)

7
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bzgl.R;, kurzdegg, (x), ist die AnzahlderKnotenausV (G), die mit x R;-benachbart
sind. Oft schreibtmanauchnur dey(x), falls R; ausdemZusammenhanglar ist.

DerGrad von G bzgl. R; ist de niert durch
degg, (G) := max degg (X) :

X2V (G)

Der Abstand disiz(X; y) zweierKnotenx;y 2 V(G) ist die Langeeineskirzesten
Wegesvon x nachy in G. Falls kein solcherWeg existiert, so ist der Abstandals
1 de niert. Der Abstanddistz(x; U) einesKnotenx 2 V(G) zu einer Teilmenge
U V(G) istde niert durch

distz(x; U) := Lgl&l (dists (x; w)) :

Beziehtsichder Abstandnur auf einebestimmteRelationR; in G, sobezeichneian
dasmit distg, (X;y).
Analog kann sanvohl Abstand als auch Grad fur eine Menge von Relationen

zeichnet.

Furk  Oist die k-NachbarschafN & (x) einesKnotenx 2 V(G) alsdie folgende
Unterstrukturvon G de niert:

NE(x) ;= G#fy2 V(G); distz(x;y) kg:
Dabeiist G # U die Strukturmit GrundraumU  V(G) und kanonischreduzierten

Falls die zugrundeligendeStrukturG klar ist, wird auchoft die BezeichnundN  ver
wendet.Manchmalist esnotig die k-NachbarschaféinesKnotennicht beziglich der
kanonistienDistanzfunktion sonderrbeziglich einerbestimmterDistanzfunktion
zu betrachtenDiesewird dannmit N, bezeichnet.

2.2 Deskriptive Komplexit&stheorie

Als Fagin 1974 denfolgendenSatzprasentierteyar dasdie Gelurt der deskriptven
Komplexitatstheorie.

Satz2.3(Fagin 74)
Die Graphklass® ist genaudannin NP, wenneseineFormel' 2 9SO gibt, sodal
fiaralleG gilt:

G2P, G

Beweis: Siehe[10].
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Andersgeschrieberbedeutetobiger SatzNP = 9SO, d.h. alle Graphklassendie in
NP liegen,konnenmittels einesexistentiellenSecond-OrdeBatzedeschriebenver-
den.In denfolgendenJahrenkonntenweitere Komplexitatsklassemittels logischer
Spracherklassi ziert werden.FolgendeTabellezeigtdie Wichtigstenauf:

Komplexitatsklasse logischeSprache| Referenz

Immermannyardi P = FO+LFP+< [15]
Fagin NP = 9SO [10]
co-NP = 8S0O [10]

Stockmeer PH = SO [25]

DieseKlassi zierung eroffnet vollig neueWege,um Komplexitatsklassezu trennen.
Um z.B. zu zeigen,dalRNP 6 co-NR wirde esgerigenfur eine Graphklassé® 2
NP zu zeigen,daf3sie nicht in 850 ausgedickt werdenkann.Es gehtalsonunmehr
darumAusdrucksschéchevonlogischenSpracherzu untersuchen.

Die in dieserArbeit haupt&chlichverwendetetogischenSprachersind:
First-Order_ogic = FO
monadicNP
PFO(monadidNP)
closedmonadicNP
Second-Ordekogic = SO

Die zu FO und SO notwendigerDe nitionen konnenin der Standardliteratunachge-
lesenwerden(z.B. [8]). Ebensaverdendie Begriffe Formel,Satz,Quantorenrangier
nicht de niert. Die logischenSprachemrmonadicNP, PFO(monadid\P) und closed
monadicNP werdenin denfolgendenDe nitionen erlautert.

De nition 2.4
a) Existentielle Second-Order Logik (9SO) ist eine abgeschvéchte Form von
Second-Ordekogik. Essindnur existentielleSO-Quantoreerlaubt.

9SO :=f9R; 9R/ ;12 N;R; Relation' 2 FQOg:
b) Monadic NP (kurzmonNP)ist eine Teilmengevon9SO0. Eskannnurnoch faber
einstelligeRelationemquanti®ziertwerden.

monadicNP:= f9R;  9R/" ;| 2 N;R;einstelligeRelation' 2 F Og:
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¢) PFO(monadicNP), kurz PFO(monNP)ist derAbschludvon monadicNP bzgl.
FO-Quanti®zierungMittels regulrer Ausdriicke kann PFO(monNP)wie folgt
beschriebemverden:

PFO(monNP)= (9j)8) 9! ' ' 2 FO:

d) Closed monadic NP, kurz cmonNR ist der Abschluivon monNPbzgl. FO-
Quanti®zierungund existentiellermonadische0-Quanti®zierungMittels re-
gulErerAusdriticke kanncmonNPwie folgt beschriebemverden:

cmonNP= 9j8j9t ' ' 2FO:

Bemerkung 2.5

Daim weiterenVerlauffastausschlietlichmonadisch&O-Quanti®zierungewerwen-
detwerden,wird im FolgendenderIndex 1 im Quantor91 weggelassenAuf nicht
monadisch&®uanti®zierungyird jeweils explizit hingewviesen.

Ahnlich wie z.B. die polynomielleHierarchie(PH) oderdie monadischeHierarchie
kannclosedmonadicNP formal in Stufenunterteiltwerden.DieseStufenunterschei-
densichin der Anzahlder geschachtelteBO-Quantorenbicke. FolgendeDe nition
prazisiertdieses.

De nition 2.6
a) Die i-te Stufe von closed monadic NP (kurz i-cmonNP) bestehtaus den-
jenigen Formeln aus cmonNP derenQuantorenblocthiechstens (durch FO-
Quantorenbbcke getrenntepxistentielleSO-Quantorenlibcke enthlt. Im Falle
von genau existentiellenSO-Quantorenticken beginnendie Formelnmit ei-
nemexistentiellenSO-Quantorenblock.

Insbesonderentsprichinonadid\NP geradelererstenStufevon closedmnonadic
NP,

b) Alsi-te Zwischenstufevon closedmonadic NP bezeichnetmandenAbschlud
voni-cmonNPbzgl. FO-Quanti®zierung.

Ebensowie in der polynomiellenHierarchieist die Fragenachder Striktheit dieser
Hierarchieoffen. Ein Zusammerdll von cmonNPauf die zweite Stufeist moglich.
Fur die monadischedierarchiekonntenMatz, Schweikardund Thomasdie Striktheit
nachweiser{siehe[20],[19]). Eine direkte Anwendungder dort verwendeterMetho-
den,fur die Hierarchiein closedmonadicNP, scheintnicht moglich zu sein.

2.3 Built-in Relationen

Bei der Besclaftigung mit der logischenSprachemonadicNP konnteim Laufe der
Zeit von einigenGrapheigenschaftegezeigtwerden,daf3sie nicht ausdtickbarsind
in monadicNP. FolgendeTabellegibt einenknappenJberblick:
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| Eigenschaft | Referenz]
HamiltonKreis [27]
Graphzusammenhang [11]
Erreichbarlit in gerichteterGraphen [2]
nicht-3-Farbbarleit [5]

Viele dieserEigenschaftersind in polynomiellerZeit entscheidbad.h. monadicNP
ist in gewissemSinneausdrucksschach.Auf derandererSeiteberuhendie obigen
Nichtausdiickbarleitsbaveisenganzwesentlichdarauf,dal3nur monadischquanti -

ziertwird. SchondasZulassenvon binarerSO-Quanti zierungmachtalle bisherigen
Beweismethodemnmbglich.

Will manalsomonadicNP einerseitsverstirken, andererseitbekannteMethodenin
Nichtausdrucksheeisenverwendenso sollte man nicht auf die Eigenschafimona-
disch verzichten Eine Moglichkeit (diesewird in denKapiteln3 und4 betrachtet)st
die Hinzunahmevon built-in RelationenDazufolgendeDe nition:

De nition 2.7
EineFolgeB =(B,)n2n heiltbuilt-in Relation, falls:

1. Bi;i 2 N; isteine (B;)-stelligeRelation.
2. (Bi)= (By) firallei;j 2 N, d.h.alle RelationerhaberdieselbeStelligkeit.
3. DerGrundraumaufdemB,, de®niertist, hatM Echtigkeitn. EsreichtalsGrund-

morphieabgeschlossenheit).

Bemerkung 2.8

1. Falls (B;) = 2, sonenntmanB einebinrebuilt-in Relation.In dieserArbeit
werdenhauptdachlichbinGrebuilt-in Relationeruntersucht.

2. Wichtige Beispielef far built-in RelationerkannmanderfolgendenTabelleent-

nehmen:
succ| sucgx;y) y=x+1 NachfolgefRelation
< < (x;y) , X<y Ordnungs-Relation
add | addx;y;z) Z=X+y Additions-Relation
BIT | BIT(x;y) Bity in bin(x) ist 1 BIT-Relation
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Die ErweiterungeinerlogischenSprachd. um einebuilt-in RelationB bedeutetlas
Hinzufiigenvon B zur festgelgtenSignaturS. Im Falle von Graphstrukturebetrach-
tetmanalsodie SignaturS=(E ,B). Dabeiist die built-in RelationB xiert, hangtalso
nichtvon der GraphstruktuiG, sondermur von derenGrof3ejVgj ah FolgendeDe -
nition beschreibtlie Ausdruckskraftvon monNP+ B:

De nition 2.9
Eine Grapheigenschaf® ist in monNP+ B genaudannde®nierbar wenn es eine
monadic NP-Formel ' B Hber der Signatur (EB) gibt, so dad flr jeden Graph
G=(V(G),E(G))qilt:

(G:Byvey) '°, G2FP:

Bemerkung2.10
a) Built-in Relationerdkrfen nicht mit existentiellerSO-Quanti®zierungaberRe-
lationen verwechseltwverden. Die letzterenk Bnnenbeliebig interpretiertwer-
den,wohingeayenbuilt-in Relationera-priorifestgelgt sind.Im Allgemeinenist
existentielle SO-Quanti®zierungiel nachtiger, als dasHinzuflageneinerz.B.
zweistelligenbuilt-in Relation.

Zum Beispiell Edtsichzeigen(siehg7]), dadGraphzusammenharmgsdésckbar
ist in 9 SuccFO. Dies ist das Fragmentvon bineremNP, in dem nur binres
Quanti®zierentaberNachfolgerrelationegrlaubtist.

b) Im Allgemeinenwird eine logische Sprachedurch Hinzunahmeeiner built-in
Relationstarker. Z.B. |&Qt sich leicht zeigen,dad die EigenschafParitit des
Universumsin monadicNP nicht ausdéckbarist, abersehrwohl in monadicNP
+ Succausdedckbarist.

c¢) Nathirlich gibtesauchUnterschiedewischernverschiedenehuilt-in Relationen.
Z.B. istmonadicNP + eineOrdnungsrelatiomusdrucksdérker, alsmonadicNP
+ eineNachfolgerrelatiorfsiehedazu[21]).

2.4 Ehrenfeucht-FrasseSpiele

Die durchFagineingeleitet&lassi zierungvon Komplexitatsklassemittelslogischer
Sprachererdffnet vollig neueWege zur Trennungvon KomplexitatsklassenGezeigt
werdenmuf3eineAusdruckssché@chevon logischenSprachenDa alle dieseKlassi -
zierungemur auf endlicheModelle bezogersind, mu3dieseAusdruckssch@cheauf
endlichenrModellennachg&iesenwerden An dieserStelleversagenie meistenMe-
thodenderallgemeinerModelltheorie die zumNachweisvon Ausdrucksschécheo-
gischerSpracherienen(z.B. Kompaktheitssat&Zatzvon Lowenheim-Sklem).Die-
se beruhenwesentlichauf der Moglichkeit unendlicheModelle in Betrachtzu zie-
hen.Eine Methode,die auf endlichenModellenverwendetwerdenkann,ist die der
Ehrenfeucht-FraseSpiele kurz EF-Spiele.
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Mittels E(hrenfeucht)-F(fase)-Spielekannalso Ausdruckssch@échevon logischen
Spracherauf endlichenModellenbewviesenwerden.Konkretbedeutetlaszu zeigen,
daleinebestimmteGrapheigenschaR in einerbestimmtedogischerSprache. nicht
ausdiickbarist. Dabeihangendie SpielrggelndesEF-SpielsvonderSprachd. ah Die
Regelnzu denin dieserArbeit hauptschlichbetrachteteilogischenSprachemwerden
im Folgenderdagestellt.EineausfihrlicheDarstellungmit Beispielenund Beweisen
derin diesemZusammenhanguftretendersatze ndet manz.B. in [15],[9].
Allgemeinwird dasEF-SpielvondenzweiSpielernSpoiler (badguy) undDuplikator
(goodguy) bestritten die entggiengesetzt&iele haben Als Spielbetter dienenzwei
StrukturenGo 2 P und G; 2 P. SpoilersZiel ist es,den Unterschiedder beiden
StrukturenGy; G; nhacdhzuweisepwogegenDuplikatorversuchidiesenzu vertustien

DasFO-Spiel

SeiP eineGrapheigenschafDie SpielreggelndesFO-Spielszur EigenschafP lauten
wie folgt:

o

. SpoilerwahlteineRundenzaht 2 N.
1. Duplikatorwahlt eineStrukturGq 2 P.
2. DuplikatorwahlteineStrukturG; 2 P.

3. Furi  r wahlt(dieswird auchoft mit spielt bezeichnetgpoilereinenbeliebi-
genKnotenin einerderbeidenStrukturenlm AnschluRwahlt Duplikatoreinen
KnotenausderandererStruktur Damitist diei-te Spielrundeabgeschlossen.

Die in deri-ten RundegewvahltenKnotenwerdenmit & 2 V(Gp) undh 2
V (G;) bezeichnet.

4. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls nachderr-tenRunde

Andernglls gewinnt Spoiler

InsbesonderkannDuplikatorleicht gewinnen,wenndie StrukturenGy und G,
isomorphsind.

Bemerkung2.11

SpoilersZiel ist esalso,im Laufe desSpieles,denUnterschiedier beidenStrukturen
Go; G1 zuzeigen.Dazuwird erversucherseineKnotenso zu spielen,datDuplikator
keineisomorpheAntwort ®ndenkann. Duplikator hingeggenhat dasgegenteiligeZiel,
sozu spielendaterimmereineisomorpheAntwort auf SpoilersSpielzug®ndet.
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Kannein Spielersospielendal3er auf jedenFall gewinnt, unabtangigdavon, wie der
andereSpielersichverhalt, sosagtman,dal3dieserSpielereine Gewinnstrategiehat.
Die Bedeutungvon EF-Spielenliegt in demfolgenden,auf Ehrenfeuchund Frasse
zuriickgehendefsatz.

Satz2.12
Die GrapheigenschaR ist genaudannin FO de®nierbarwennSpoilereine Gewinn-
stratgieim FO EF-Spielbzgl.P hat.

DasfolgendeKorollar weistdenWeg, derin denfolgenderKapitelnbestritterwird.

Korollar 2.13
Falls Duplikator eine Gewinnstratgie im FO EF-Spielbzgl. P hat, so ist P nicht
de®nierbaiin FO.

Bemerkung2.14
1. Eine genaueBetrachtungdesBeweisesvon Korollar 2.13emibt, dadmanein-
zelne Spielrundermit einzelnenFO-Quantorendenti®zierenkann. Setztman
r 2 N im SchrittO festundspieltweitermit diesenr , sonenntmandiesesSpiel
r-Runden FO-Spiel. Es gilt nun folgenderZusammenhangwischenQuanto-
rentiefevon FO-Formelnund Rundenzahi im r -RundenFO-Spiel.

Satz2.15
Falls Duplikator dasr -RundenFO-Spielbzgl. P gewinnt, soist P nicht aus-
driackbarmittelseinerFormel' 2 FO mit Quantorenrang .

2. Ziel derfolgenderKapitelwird esdaheroft seinf r beliebiges 2 N Strukturen
Go 2 P;G; 2 P zu®nden,sodalDuplikator dasr -RundenSpiel auf &; G,
gewinnt.
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Dasmonadic NP Spiel

Nach obiger Bemerkungkann man eine Spielrundeim FO-Spielgerademit einem
FO-QuantoreinerFormel' 2 FO in Bezugsetzenlnsbesonder&anneine Graph-
eigenschafP nichtmittelseinerFO-Formel' mit Quantorenrang de niert werden,
falls DuplikatoreineGewinnstratgie im r -RundenFO-Spielbzgl. P hat.

Die in monadicNP zusatzlich auftretendemonadischeisO-Quantoremriicken sich
im monadicNP-Spieldurch zusatzliche sogenannté&arbungsrunden aus.Hier die
RegelndesmonadicNP-Spielsbzgl. P:

0. SpoilerwahltParametec;r 2 N.

1. DuplikatorwahlteineStrukturGy 2 P.
Duplikatorwahlt eineStrukturG; 2 P.
Spoilerwahltc MengenCy;:::;C.  V(Go).

W N

BemerkungDie Schritte3 und4 bezeichnemanauchalsFarbungsrunde was
damitbegrindetist, daf3jederKnotenausV (Gg) (undV (G;)) mit denFarben

5. Furi  r wahlt SpoilereinenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruktu-
ren Go; G;, danachwahlt Duplikator einenbeliebigenKnotenin der anderen
Struktur

Die in deri-ten RundegewahltenKnotenwerdenmit & 2 V(Gp) undh 2
V (G;) bezeichnet.

6. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

Andernglls gewinnt Spoilet

DiesesSpiel charakterisiermonadicNP in derselbenVeise,wie dasFO-Spiel FO-
Logik charakterisiert.

Aufgrund der nicht vorkommendenAlternationenvon SecondOrder All- und Exi-
stenzquantorem monadicNP konnendie SpielreggelndesmonadicNP Spielszugun-
stendesDuplikatorsverandertwerden.

Diesesvon Ajtai undFagin ([2]) modi zierte Spielheil3tAjtai-F agin Spiel undwird
in dieserArbeit auchoft monNP-Spiegenannt.

Im gewdhnlichenmonadid\P-Spielist esfur Duplikatorim allgemeinerviel schwerer
zu gewinnen. Da eine Gewinnstratgie fur Duplikator eine Ausdrucksschachefir
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monadicNP bedeutetwird in dieserArbeit ausschliel3lictdasAjtai-Fagin Spiel im
Zusammenhanmit monadicNP verwendet.

Esfolgendie RegelndesAjtai-FaginSpielsbzgl.P:

0. SpoilerwahltParametec;r 2 N.
1. DuplikatorwahlteineStrukturGy 2 P.

Spoilerwahltc MengenCy;:::;C.  V(Go).

Duplikatorwahltc MengenD;:::;D. V(Gy).

a H DN

Fari  r wahlt SpoilereinenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruktu-
ren Go; G;, danachwahlt Duplikator einenbeliebigenKnotenin der anderen
Struktur

Die in deri-ten RundegewahltenKnotenwerdenmit a; 2 V(Go) undh 2
V (G;) bezeichnet.

6. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

Andernglls gewinnt Spoiler

Im Unterschiedzum gewohnlichenmonadicNP-Spielmuf3sich Duplikatorim Ajtai-

FaginSpielerstnachdentpoilerG, gefarbt hat,auf die Wahlvon G, festlegen.Dies
machtzwar, auf der einen Seite Duplikator nicht machtiger, in dem Sinne,dal3 er
Gewinnstratgienbzgl. einerGrapheigenschaR hatte,die er nichtim gewvdhnlichen
monadicNP Spiel hat, auf der anderenSeite erleichtertes aberdas Auf nden von
Gewinnstratgienim hohenMalRRe.Eine genauerdBetrachtungzum Verhaltnis dieser
beidenSpiele ndet manin [12].

Esgilt nunfolgendezu Satz2.12analogeAussage:

Satz2.16(Ajtai-F agin)
EineGrapheigenschaft ist genawdannin monadicd\NP de®nierbarwennSpoilereine
Geawinnstratgie im Ajtai-Fagin-Spielbzgl.P hat.

Esfolgt sofortfolgendesKorollar:

Korollar 2.17
Falls Duplikator eine Gewinnstratgie im Ajtai-Fagin-Spielbzgl. P hat, so ist die
GrapheigenschaR in monadicNP nicht de®nierbar
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DasPFO(monNP)-Spiel

Nun wird daszur Logik PFO(monNP)gelbrendeSpiel vorgestellt. PFO(monNP)-
Formeln unterscheidersich von monadic NP-Formeln durch einen vorangestellten
FO-Quantorenblockkm PFO(monNP)-SpieldesserRegeln nun folgen, driickt sich
dasin vorangestellterO-Spielrunderaus.

0. SpoilerwahltParameter;c;r, 2 N.

1. DuplikatorwahlteineStrukturGy 2 P.
2. DuplikatorwahlteineStrukturG, Z P.
3

. Furi r, wahlt Spoiler einenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruk-
turenGy; G;, danachwahlt Duplikator einenbeliebigenKnotenin deranderen
Struktur

Die in deri-ten RundegewahltenKnotenwerdenmit a; 2 V(Go) undh 2
V (G;) bezeichnet.

4. Spoilerwahltc MengenCy;:::;C.  V(Gp).

6. Furi r, wahlt SpoilereinenbeliebigenKnotenin einerder beidenStruk-
turenGg; G1, danachwahlt Duplikator einenbeliebigenKnotenin deranderen
Struktur

Die in deri-ten RundegevahltenKnotenwerdenmit & 2 V(Gg) undh 2
V (G,) bezeichnet.

7. Duplikatorgewinnt dasSpiel,falls

Andernglls gewinnt Spoiler

Auch hier gilt einezu Satz2.12analogeAussage:

Satz2.18
EineGrapheigenschaft istgenawdannin PFO(monNPHe®nierbarfalls Spoilereine
Geawinnstratgieim PFO(monNP)-Spidbzgl.P hat.

Korollar 2.19
Falls Duplikator eine Gewinnstratgie im PFO(monNP)-Spiebzgl. P hat, soist die
GrapheigenschaR in PFO(monNPhichtde®nierbar
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Bemerkung2.20

Eine VereinichungdesPFO(monNP)-Spielsvie im Falle desmonadicNP-Spielsist
nicht mBglich. Diese Vereinichungberuhteganz wesentlichauf der Tatsachedai
monadicNP Formelnmit einemBlock existentieller monadische60-Quantorete-
ginnen.Im SpielentsprichtlasderWahlvonc Farbenin beidenStrukturenDabeil Bt
manzunachstSpoilerc Farbenin G wihlenund kannsichim Anschlud(!) andiese
F&rtungaufeine StrukturG festlegen.Daim PFO(monNP)-Spielor denF&rtungs-
rundemochFO-RundergespieltwerdenmiasserbeideStrukturerG; G, vor Beginn
der FEartungsrunderfeststehen.

Der SchrittO in denvoranggangenerthrenfeucht-FraseSpielenkommtin derStan-
dardliteraturso nicht vor. Stattdessegibt es zu jeder Parametenahl ein spezielles
Spiel. Diesewerdenmit

r-RundenFO-Spiel
(c;r)-monNPSpiel
(rq; c;rp)-PFO(monNPSpiel

bezeichnetDie Satze2.12-2.18missemmit diesenBezeichnungemvie folgt umfor-
muliertwerden:

Satz2.21

Eine GrapheigenschaR ist genaudannin FO (monNR PFO(monNP)de®nierbar
wenneseineParametenahlr 2 N ((k;r) 2 N?; (ry;k;r,) 2 N3) gibt, sodadSpoi-
ler eine Gewinnstratgie im speziellenFO (monNR PFO(monNP)Spiel bzgl. dieser
ParametenahlundP hat.

Analogdie UmformulierungderKorollare:

Korollar 2.22

SeiP eineGrapheigenschafEalls Duplikatorf far jedeParametenahlr 2 N ((k;r) 2
N2; (r1;k;r2) 2 N3) eine Gewinnstratgie im speziellenFO (monNP PFO(monNP))
Spiel bzgl. dieserParametenahl und P besitzt,so ist die EigenschafP nicht aus-
drickbarin FO (monNP PFO(monNP)).

Auch sprichtman oft vom r-Runden((c;r)-monNR (r4; c;r,)-PFO(monNP))Spiel
auf Go; G;. In diesemFall sind sowvohl die Parameterals auchdie Spielstrukturen
Go; G; festgelgt. Das Spiel wird bzgl. dieserParameteund Spielstrukturerwie im
allgemeinerfall fortgesetzt.

Eine spezielle,in denKapiteln 5 und 6 berdtigte Art desPFO(monNP)Spielswird
mit (98)"1(c;r,)-PFO(monNPBpielbezeichnetEs handeltsichdabeium eineForm
des(2r; k;ry)-PFO(monNP)Spieles,in demin denersten2r, SpielrundenSpoiler
jeweils abwechseln@inenKnotenausder StrukturG, undder StrukturG; ausvanhlt.
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Dies entsprichtder obenangedeuteteiKorrespondenxon FO-Spielrundemit FO-

Quantorenlnsbesonderentsprichtein Allquantor einer Spielrunde,in der Spoiler
einenKnotenausG; auswahlenmuf3,hingegenein ExistenzquantoeinerSpielrunde,
in der SpoilereinenKnotenausGgy ausvahilt.

Folgendes Korollar emibt sich direkt aus obigen Korollar fur das (rq;c;ry)-

PFO(monNPBpiel:

Korollar 2.23

Geawinnt Duplikator flr jede Parametenahl (r;c;r,) 2 N3 das (98)":(c;r5)-
PFO(monNPpBpielbzgl.P, soist die EigenschafP nichtin PFO(monNPRusdebck-
bar

2.5 MonadischeErweiterungen, Pr&®xeund Spiele

De nition 2.24
Seil einelogischeSprache.

a) L heidtmonadisch fallsL SO und L nur monadischesO-Quantorever-
wendet.

b) EineErweiterungL von L heilitmonadischeErweiterung, fallsL einemona-
discheSprachest.

Insbesonderest die Formelmengesinermonadischeispraché@mmereine Teilmenge
vonMSO:= (9j8j9j8) ', wobei' 2 FO.

Bemerkung 2.25
In dieserArbeit wird die Ausdruckssrke von monadischerErweiterungernvon mo-
nadicNP untersucht.

Um Ausdrucksschécheeinermonadischesprachd. mit EF-Spielemachzuweisen,
wird manzurachstwiederumbestimmteParametefestlegenundbzgl. dieserParame-
terdasSpielspielen.

Eine solchefestgelgte Parametenahl kann durch monadischePra x e beschrieben
werden.Dazudie folgendeDe nition.

De nition 2.26
a) EinmonadischesPra x W ist eineTeilmengeausderMenge(9 j8 j9 j8 ) .

b) DaszuW komplementire monadischePra x W entstehtindemmanfr alle
w 2 W folgendeTransformatiorder Symboledurchfiahrt:

o © 00O
© 0o © 0
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Analog kann zu jedemElementw 2 W daskomplemeniare Elementw 2 W
de®niertwerden.

c) JedesgnonadischePria®x W de®nierteinemonadischeSprachd (W) . Die For-
melmengeson L(W) ist gegeberdurch

L(W)=fw' ;w2 W, 2 FO; Quantorentiefeon' = 0g:

Analog de®niertjedesElementw 2 W einesmonadischePria®xeseinemona-
discheSprachd.(w) mit Formelmenge

L(w)=fw' ;' 2 FO; Quantorentiefeon' = 0g:

d) Mit L(W) wird derBoolescheAbschluivon L(W) bezeichnet.
e) Mit PFO(W) wird derAbschluivonL(W) bzgl. FO-Quanti®zierundpezeichnet.

f) Sei W ein monadische®ra®x undw 2 W. Die Pa xdarstellung vonw ist
eineKodierungvonw mittelsfolgenderijektiven Abbildung:

P:(9j8j98) ! (f9:8:9:8g N):

Seiw = wi:i:w 2 W und(ly;:::;1,) derartgevBhit, dadw = =
wi,, 16 w,, ,dannist

+17

Die Pria®xdarstellungeschreibtilsoeinw 2 W durchAngabeder L Bngevon
Bl BckenidentischerQuantorenDie L Bngel einesSO-Quantorenblo@snennt
manauchFarbungszahl

Dasw-und w-Spiel

Sei W ein monadische®ra x undw 2 W. Jedemsolchenkleinw ( w) laf3tsich

ein speziellesEF-Spiel zuordnen.Die Regeln diesesw-Spiels( w-Spiels) werden
im FolgenderbeschriebenSie emgebensich direkt ausdenobenmehracherwahnten
KorrespondenzezrwischerbestimmterSpielrunderundbestimmterQuantorentypen.

1. DuplikatorwahltGg 2 P.
2a. DuplikatorwahltG; 2 P.

(2b. Im Falledes w-SpielsentscheideSpoilernun,ob derweitereSpielerlaufmit
demmonadischei?ra x w oderdemmonadischera x W fortgesetzwird.)
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3. Furi n:
w; = 9: SpoilerwahlteinenKnotena; 2 Go. Duplikatorantwortetmit einemKno-
tenh 2 G;.
w; = 8: SpoilerwahlteinenKnotenh 2 G;. Duplikatorantwortetmit einemKno-
teng 2 Go.
w; = 9: SpoilerfarbtG, mit einerFarbeA; . Duplikatorantwortetmit einerFarkung
B; vonG;.

w; = 8: SpoilerfarbtG; mit einerFarbeB;. Duplikatorantwortetmit einerFarbung
A; von Gg.

les auf Gy und G; gewahltenFarbenund Knoten (die Indizesmiissenhierbei
geeignetumnummerieriverden).Duplikator gewinnt dasw-Spiel ( w-Spiel),
falls

In volliger Analogiezu denobigenSpielenemgebensichfolgenderSatzund Korollar.

Satz2.27
Eine GrapheigenschaR ist genaudannin L(W) ( L(W)) ausdiackbar wennesein
w 2 W gibt, sodaldSpoilereineGewinnstratgie im w-Spiel( w-Spiel)bzgl.P hat.

Korollar 2.28
Falls Duplikator fir allew 2 W eine Gewinnstratgie im w-Spiel ( w-Spiel) bzgl.
derGrapheigenschaR hat,soist diesenichtin L(W) ( L(W)) de®nierbar

2.6 Spieltypen

Wir betrachterdie durch

G | H y G=H
de nierte  Isomorphierelation auf  Graphstrukturen mit  Signatur
S=HE;Ry;:::;Ry;¢; i eng. Esist leicht zu zeigen,daR | eine Aquivalenz-

relationist. Ebensosiehtman leicht, daRdie Mengeder Aquivalenzklassewon |
abhangigist von der GroRRedesUniversumsV (G). Die Anzahlder Aquivalenzklassen
kanndabeibeliebiggroRwerden.

Im vorherigenAbschnittwurdenEF-Spielefiir bestimmtelogischeSpracher. de -
niert. Durch

G | H: DuplikatorgewinntdasL EF-SpielaufG undH
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wird eineweitereRelationauf Graphstrukturele niert. Dieseist re exiv undtransi-
tiv, abernicht notwendigsymmetrischFur viele logischeSpracherl. ist | jedoch
auch symmetrischund damit eine AquivalenzrelationInsbesonderést die zumr-
RundenSpiel getbrendeSpielrelation , eine AquivalenzrelationDiesehat die an-
genehmeEigenschaftdaRdie Mengeder Aquivalenzklassemur von der SignaturS,
nichtabervon der GroRedesUniversumsabhangt.Insbesondergibt esnur einefeste
(endliche)Zahl von AquivalenzklasserDieseAquivalenzklassemwerdenSpieltypen
zumSpielL genannt.

Bezeichnungen:
Fur einigewichtige logischeSpracherl gibt esspezielleBezeichnungefiir die Re-
lation |:

G (H () Duplikatorgewinnt dasr -RundenSpielaufG; H

G orH () Duplikatorgewinntdas(c;r)-monNPSpielaufG;H

G wH () Duplikatorgewinnt dasw-Spielauf G; H

Fur denwichtigenFall desr-RundenSpielswerdenSpieltypenauchalsr-Typen be-
zeichnetDerr-Typ einerGraphstruktuG wird auchmit © bezeichnetim Folgenden
wird eineinduktive De nition von ° vorgestellt.

De nition 2.29

c = £0).
Folgended_emmazeigt,dalidamittatsachlichder Spieltypdesr-RundenSpielsde -

niertwird.

Lemma 2.30 .
SeienGo; G, GraphstrukturerEsgilt folgendefquivalenz:

Go = S puplikatorgewinnt dasr -RundenSpielaufGy; Gy:

r r ’

Die UnabtangigleitderAnzahlderSpieltypenvon derGrofedesUniversumsst Aus-
sagedesfolgenden_emmas.

Lemma 2.31
Flrjedesr 2 N gibteseinN 2 N derart,dadiesnurN, verschiedene-Typengibt.

Beweisefur die obigenLemmatandet manzumBeispielin [21].






Kapitel 3

Verpackbare built-in Relationen

Wie in der Einleitung beschriebenkann man dieseArbeit grob in zwei Teile auf-
teilen. Dabeiwerdenzwei unterschiedlichanonadischeArten der Erweiterungvon
monadicNP betrachtetln diesemund demfolgendenKapitel wird monadicNP um
bestimmteouilt-in Relationererweitert.Diesewerdeneweilsauf Ausdrucksschéche
untersuchtDazuwird gezeigt,dal3sie monadicNP nicht ausreichenderstirken,um
Graphzusammenhargiszudicken.

Allgemein kannmandie Mengeder built-in Relationenmittels folgenderDe nition
in die beidenKlassenstarke und schwache built-in Relationeraufteilen(siehedazu
auch[24]).

De nition 3.1
a) Einebuilt-in RelationB auf Graphstrukturemeidtstark, falls

monadicNP + B + polynomiellesPadding= NP.

b) Einebuilt-in RelationB heidtschwach wennsie nicht starkist.
PolynomiellesPaddingbedeutetlabei,dal die Graphstruktumum polynomiell viele,
bzgl. derKantenrelatiorE, isolierte Knotenerweitertwird. DiesezusatzlichenKnoten
kBnnengewissermaderals Speiherbits verwendetwerden.Eine formale De®nition
von polynomiellenPadding®ndetmanin [24].

Bemerkung 3.2

Die RelationerBIT undADD sindBeispielef lr starke built-in Relationen.

Mit MethodendesfolgendenKapitelskanngezeigtwerden,daddie Multiplikations-
relationMULT unendlid teilbar ist unddahereineschvwachebuilt-in Relationist.

Was diese Aufteilung von built-in Relationenangeht,gibt es zum jetzigen Zeit-
punkteineklare TrennunghinsichtlichSpielbaveisen Fur einesehrreichhaltigeZzahl
von schwachenbuilt-in Relationen(die in dieserArbeit erweitertwird) konnte mit-
tels Ajtai-Fagin Spielengezeigtwerden,dal3 sie die Ausdruckssirke von monadic

24
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NP nicht ausreichenderstirken, um Graphzusammenharagiszudiicken (siehez.B.

[22],[23],[17]). Daherstellt sichdie Frage,ob diesvielleicht sogarfir alle schwachen
built-in Relationeryilt.

Ganzim Gegyensatadazuwar es bishernicht moglich, einenderartigenSpielbaveis
auf Graphstrukturemit starken built-in Relationenzu fuhren.Esist sogarnochviel

gravierendey als dieseAussagevermutenlafit. Bisherist esnochnicht gelungengin

irgendwiegearteted\jtai-FaginSpielaufnichtisomorpherGraphstruktureau gewin-

nen,wenndie Strukturenstarle built-in Relationerenthalten.

Die De nition von starken built-in Relationenliefert auchein plausiblesArgument
fur die scheinbardHarte von Spielbeveisenauf Graphstrukturemit starken built-in

Relationen Ein solcherSpielbaveis ware der ersteder folgendenzwei Schrittezum
Beweisvonco-NP6 NP:

1. Schritt: Zeige,dal3ein co-NPvollstandigesProblemP nichtausdiickbarist in
monadicNP + starle built-in Relation.

2. Schritt: Zeige,dafltauchpolynomiellesPaddingnichtausreichtum dasProblem
P zubeschreiben.

Fagin,Stockmger undVardi habenn [13] folgendeVermutunggeaul3ert:

Vermutung 3.3
Graphzusammenhatrist nicht ausdiackbarin monadicNP + beliebigebuilt-in Rela-
tionen.

Aufgrund der obengeschilderterdeprimieendenSituationmit starken built-in Rela-
tionenmachtesvielleicht Sinn,dasBlickfeld zurachstauf schwachebuilt-in Relatio-
neneinzuschanken und zu versuchenfolgende,anhandbisherigerErfahrungemmit
schwachenbuilt-in RelationennpaheliggendeVermutungzu bewveisen.

Vermutung 3.4
Graphzusammenhaisf nichtausdégckbarin monadicNP + beliebigeschvachebuilt-
in Relation.

Dazuist esvermutlichzurachsiotwendig einebrauchbare Klassi zierungderMen-
gederschwachenbuilt-in Relationerzu nden.

Ob allerdingsdie bisherigePraxis(wie esauchim erstenTeil dieserArbeit geschieht)
fur ganzbestimmteKlassenvon schwachenbuilt-in Relationenzu zeigen,dal3siein
Bezugauf GraphzusammenhamgineHilfe leisten,zum Beweis derzweitenVermu-
tungfuhrenkann,erscheinmir eherfraglich.

3.1 Relationenklassen

In diesemunddemfolgenderKapitel werdenzwei neueKlassenvon built-in Relatio-
neneingefihrt. Dabeihandeltessichum:
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verpackbarduilt-in Relationen(Kapitel 3) und

unendlichteilbarebuilt-in Relationen(Kapitel 4).

BeideKlassenwerdenmittels Strukturbedingungnde niert.

Bemerkung 3.5

Eine weitere Struktureigenschafton Relationenist die von Kreidler eingefahrte
(k;j)-Zerlegbarteit.

De nition:

SeiB = (Bn)n2n €inebuilt-in Relation.Seiv,, ein Knotenmit maximalemGradin
B, undM, die Mengealler Nachbarrnvonv,,.

a) B heidt(k;j)-zerlegbar, wennesfhr allel 2 N einn 2 N gibt, sodadeine
Mengel, M, existiertmitjl,j | undeineMengeS, existiertmitjSj
K;Vn 2 Sn;ln\ S, = ;, derartdadffar allex 6 y 2 |, gilt:

NjBn Sn(x)\ NjBn Sn(Y): ;-

b) B heidtzerlegbar, wennfiarallej 2 N eink(j) 2 N existiert,sodaiB (k(j);j)-
zerlggbarist.

Kreidler hatin [17] gezeigt,dal Graphzusammenhamgcht in monNP+ zerlggbare
Relationausdibckbarist. Auderdemkonnteer von folgendenRelationenklassepei-
gen,dausie zerlegbarsind:

Whlder
PlanareGraphen
Graphermit beschBEnkterBaumweite

Graphermit verbotenenMinor K .

Im folgendenKapitel wird gezeigt,dad zerlegbareRelationerunendlichteilbar sind.
Die Klassederzerlggbarenbuilt-in Relationenist alsoeineUntermengelerunendlich
teilbarenRelationen.

Bemerkung 3.6

Die Vereinigungvon verpackbaremndunendlichteilbarenbuilt-in Relationerenthiilt
zahlreichg(schwache)built-in RelationenBeispielef lr verpackbaréuilt-in Relatio-
nensind:

Ordnung

Aquivalenzrelationen
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Relationermit beschE&nkterBaumweite
Beispielef lr unendlichteilbarebuilt-in Relationersind:

maximalerGradn®®

X-built-in Relationen(sieheKapitel 4)

Relationermit lokal beschBnkterBaumweite

Relationermit lokal verbotenenMinor K

Teilbarkeitsrelation

Multiplikationsrelation

Insbesonderemfadt die Vereinigungvon verpackbaremnd unendlichteilbarenRe-

lationenalle built-in Relationenyon denenbisherAusdrucksschu&cheim Bezugauf
monadicNP und Graphzusammenhamachgeviesenwurde.DazufolgendeDe®niti-

on

De nition
Einebuilt-in RelationB fr welchedie Aussage

GraphzusammenhagmonadicNP + B

bewiesenist (bis 2002),heidtsehr schwach

Die Vereinigungvon verpackbarenndunendlichteilbarenRelationerenthilt alle sehr
schvwachenbuilt-in RelationenEs stellt sichdaherdie folgendeFrage:

Gibt es schvachebuilt-in Relationen,die wederverpackbgrnoch unendlichteilbar
sind, nocheineKombinationdieserbeidenStruktureigenschaftemesitzen?

Was dabeieineKombinationdieserbeidenStruktureigenschaftebedeutetkannerst
in der Zusammerdssungvon Kapitel 3 und 4, im Anschludan Kapitel 4, erllautert
werden.

3.2 Verpackbare Relationen

De nition 3.7
SeiB = (B)n2n €inebuilt-in Relation.
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a) EineTeilmengeP  [N] (N 2 N) heiGtPaket, wenn
8X;x2 P;8y2 P :Byxy () BnxyundByyx () Bnyx;

d.h. alle KnotenausP habenbzgl. der AuRenweltP ¢ dieselbenKanteneigen-
schaften.

b) EineTeilmengeP [N ] heiltl-Paket, wenneineAusnahmemerggA mitjAj
| existiert,sodal

8X;x2 PnA;8y2 P°:Byxy () BnxyundByyx () Bnyx;

d.h.bisaufdie maximall AusnahmeknoteausA haberalle KnotenausP bzgl.
derAul3enweltdieselberKanteneigenschaften.

c) B heiGtverpackbar, falls eing;| 2 N existiert, sodadfkr alleL;n 2 N ein
No 2 N existiert derart,dadftar alleN > N, auf[N] L disjunktel -PaketeP;
existierenmit n

— jPij n 8 =1:::L:

g
Grobgesprochebedeutetlas,dalimanin einerverpackbaremuilt-in Relation
beliebigviele disjunktel -Pakete®ndenkann.

Im LaufedieseKapitelswerdenfolgendeSatzebewiesen:

Satz3.8
Graphzusammenhaiigf nichtausditckbarin monadicNP + eine verpackbaréuilt-in
Relation.

Satz3.9
a) Aquivalenzrelationemit lim sup(maxgra¢B,)) = 1 sindverpackbarDabei
istmaxgra@B,) dermaximaleGradvonB,.

b) Relationermit beschBnkterBaumweitesindverpackbar

Satz3.10
Verpackbard&relationersindschwachim Sinnevon De®nition 3.1.

Zuerstwird Satz3.8bewiesen.Dazuwird dieim Folgenderbeschrieben&igenschaft
von verpackbareiRelationerberitigt.

De nition 3.11
SeiB eineRelation.

|-Paketmenge 5
Die Gribleeiner -Paketmengast|jPjj = j [\, Pij = !‘zl iPij.
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paketisomormph, wenn:

1) Esexistiertein B-Isomorphismu$ : [ 2, P! [, Q.
2) f jp, istein B-IsomorphismusonP; nachQ;.

3) fjp, bildetdie Ausnahmeknotemon P; auf die Ausnahmeknotemon Q;
ah

Insbesonderest m=n.

DerfolgendeSatzbesagtdaldmanin verpackbarehbuilt-in Relationemichtnurbelie-
big viele-Pakete(unddamitauchl-Paketmengen)nden kann,sonderrauchbeliebig
viele paarweisg@aketisomorphé-Paketmengerbeliebiger Grolie.

Wesentlichfiir denBeweis ist dabeidie TatsachedalResnur endlichviele Paketiso-
morphietyperfur |-PaketmengerderGrofze K gibt.

Satz3.12
SeiB eine verpackbarebuilt-in Relation. Es existiert eing;1 2 N so, dadfkr alle
K;L;n 2 N einNg 2 N existiertderart,dadftar alleN > N, auf[N] L disjunkte,

Beweis:

SeienK;L; n 2 N fest. Da B verpackbaiist, existierenfesteg;| 2 N, welchedie
Verpackbarkitsbedingung@usDe nition 3.11erfullen. Die folgendenPunkteliefern
denBeweisdesSatzes:

Es gibt nur endlich viele Paketisomorphietypewon Paketmengerder Grol3e
K + n. SeiE die Anzahl dieserTypen. Dies kann direkt durch Abzihlen
gezeigtwerden.

Da B verpackbaist, existiereng;| 2 N derart,dalfurL = L E einNg 2 N
existiert so, daf3fur alle N No auf [N] L disjunktel-PaketmengenP; der
GroReK Pl K + n existieren.Da esnur maximal E verschiedene
Paketisomorphietypeauf|-PaketmengenieserGroRegibt, missemmindestens
L davon paarweisgaketisomorplhsein. 2

NachdiesenVorbereitungerkannnunim folgendenAbschnittder Beweis von Satz
3.8gefuhrtwerden.
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3.3 Beweisvon Satz3.8

DerBeweisvon Satz3.8basiertaufIdeenvon Schwentickmit denener bewviesenhat,
daRGraphzusammenhamgcht ausdiickbarist in monadicNP, auchbei Hinzunahme
einerbuilt-in Ordnung(siehg23]). Insbesonderist Ordnungeineverpackbaréuilt-in
Relation.

Wesentlichedilfsmittel ist der starke Erweiterungssatzon Schwentick der Bedin-
gungenliefert unterdenenDuplikator dasFO-Spielauf zwei (gefarbten)Strukturen
A; B gewinnenkann.DieserSatzwird hier leicht verandertdalgestellt,sodal3er den
weiteruntenstehendeitegebenheitegeriigenwird.

Satz3.13(starker Erweiterungssatzvon Schwentick)

Sei j(x) == (X;Hj) und j(x) = (X H,). Duplikatorhateine Gewinnstratgie im
r -RundenFO-SpielaufA,A, falls folgendeBedingungermelten:

(i) Flar allej | hat Duplikator eine Gewinnstratgie im r -RundenFO-Spielauf
(A#N,(Hj); ) und(A #N, (H)); ).

(i) Es gibt einenS-Isomorphismus vonA # (UA n(Hq [ [ H))) nachA #
(Un(H.[ [ H)) derartdadfrallex 2 O n(H.[ [ H,) undalle
j o 1gilt:
i(x)=5( (x) oder( ;(x) > 2" und ;( (x)) > 2):
(i) Firallej | undallex 2 A;x 2 A mit

ix)= j(x) 2

undalley 2 A mit ;(y) > (x) + 1gilt:
Bxy () Bx (y); Byx() B (y)x und
Exy () Ex (y):
Beweis:siehe[23]

Weiterhinwird einekombinatorischdcigenschafiyon Permutationsgruppédoeritigt.
DazuzurachsteinekurzeEinleitung:
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SeiH S, eineUntemgruppevon S, undg einn-Zyklus.H heil3tzykluserhaltend
bzgl.gundn, fallsfuralleh 2 H dasProduktgh wiederumein n-Zyklus ist. Folgen-
der Satzvon Coppersmithwird im Folgendeneine geeignetenicht zykluserhaltende
UntegruppeH garantieren.

Satz3.14(Coppersmith 94)
Sein grolgenug.Seig einn-ZyklusundH S, einezykluserhaltendé&ntelgruppe
bzgl.g undn. Danngilt:
- 6 "
I - .
JHj nl ogn

Beweis:siehe[4].

Nunsinddie Vorbereitungembgeschlosseim Anschluf3andie folgendeBemerkung
folgt derBeweisvon Satz3.8.

Bemerkung 3.15

Schwentickhatin [23] gezeigtdadGraphzusammenhamicht ausdesckbarist in mo-
nadic NP + einelineareOrdnung.Eine genaueBetrachtungdes Beweisesliefert die
wesentlicheEigenschaftier Ordnungsrelatiortiie im Beweis benitigt wird. Dieseist,

aller Knotenauuterhaltdesintervalles| identischverhalten.Diese Beobachtungvar
derAusgangspunkiyelcherzur EinfiahrungdesBegriffesverpakbar geftahrt hat.
Der nachfolgendeBeweis orientiert sich daherstark an SchwenticksMlethoden.Die
wesentlicheneueBeweisschwierigkit liegt in der Art und Weise,wie die built-in Re-
lationB,, in die Graphstruktueingebettetwird.

Beweisvon Satz3.8:

Es mul3 gezeigtwerden,dal3fur alle c;r 2 N Duplikator eine Gewinnstratgie im
(c;r)-monNPSpielbzgl. der Mengeder zusammenéingenderGraphemmit verpack-
barerbuilt-in RelationB hat.Seienc;r 2 N fest.

Zunachstwird derSpielgraphGg konstruiert.

Farn > OundeineFolge = 4;:::; ; vonPermutationemuffl;:::;ngwird wie
folgt ein GraphG de niert:
Die Knotenvon G seienv; ;i = 1;:::;1+ 1; j = 1;:::;n. Esgibt eineKantevon

Vi nachVﬂA, falls:

T=i+ 1undf = ;(j) oder

i=L%=1+1undj = {.
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FolgendeSkizzezeigtG furn = 3und = 4; 2 3, amit ; = (123), 5, =
id; 3= (132)und 4= (12):

Esqilt nunfolgendesgentscheidenddsemma:

Lemma 3.16 Q
G istzusammenBngend () ::1 i Isteinn-Zyklus.

Auf denleicht zufuhrenderBeweisdiesed emmaswird hierverzichtet.
DerweitereBeweisablaufrientiertsichanfolgendenideen:

Schritt1:

Fur hinreichendgroResh wahltDuplikatorGo = G . Dabeiist einegeeignete
Permutationsfolgalie ausvielenidentischerTeilfolgenbestehemnvird.

Unabtangigdavonwie SpoilerG, farbt,existierenin  viele Permutationergie
durchanderePermutationersetztwerdenkonnen( ! ), sodaRSpoiler
denUnterschiedzwischenG und G— (mit identischerFarbung) in r Runden
nicht nachweisetkann.

Es gibt eine KombinationderartigerErsetzungenso dal  keinenn-Zyklus
liefert.

KonstruktiondesSpielgrapherG,.

YI!
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2r +1

SeienQ, = id?": ;;id®" undR =
dasHintereinanderschreiberon n Permutationen . Seinun schlief3lich
(123 n)R™2"(= (123 n)R; R,u;8i : R, = R). DadasProduktaller
PermutationemusR geraddlie identischeAbbildungist, ergibt dasProduktal-
ler Permutationelaus geradg123 n). DerGraphG istalsonachLemma
3.16zusammenéingendSeiK; derUntegraphvon G, derR; entsprichtund

L derUntegraphvonK;, derQ; entspricht.

FolgendeSkizzeverdeutlichtdie Strukturvon — undLj; :

Z
(12:::n);

enthalt genauK := (2'*2 + 2)n Knoten.Da B verpackbaiist, existiert nach
Satz3.12einNg; g;| 2 N derart,daRfiralleN > Ny auf[N] n!?2" disjunkte,

paarweis@aketisomorphé-PaketmengerP; =f P;4;:::; Pim g existierenmit
K jjPjj K+n 8i = 1;:::;:n?2" und
g jPnj n  8i=1L:5nP2% h=1:m: ()

Das Einbettenwird nun so durchgeiihrt, dal3folgendewichtige Bedingungen
gewahrleistetsind:
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(B1) Einefestel-PaketmengeP, wird dazudienen einenfestenUntegraphL ;;
aufzutillen.

isomorph.

(B3) Ein einzelned-Paketwird maximalin 2 SpaltervonL; eingebettet.

mit denl-PaketenausPy aufgetfillt. Dabeiwerdendie |-Paketeder Reihenach
vollstandigausgescbpft, bis L vollstandigaufgefillt ist (damitist B1 erfullt).
Diesist moglich,dajjPyjj K, sodalReventuellam Endeeinige Knotenaus
Py Ubrig bleiben.Wegen () folgt insbesonderejal3ein festesl-Paket nur in
maximal2 SpaltenzumZugekommt(sieheB3).

Dabeiwerdendie erstenml Farbenverwendetum die maximalml Ausnah-
meknotenaus Py (jeweils maximall Ausnahmeknotein jedeml-Paket Pj,)
unterschiedlictzu markierenund die verbleibenderfg + 1) Farbenum jeweils
(g + 1) aufeinanderfolgendePakete unterscheidbazu machen(entscheidend
hierbeiist, dalBwegen( ) in einerSpaltemaximal(g+ 1) verschieden&Pakete
zumAuffullen berdtigt werden).

FolgendeSkizzeverdeutlichtdasVorgehenbeim Auffullenvon L fur folgende
Parameter:

n=6r=1
j = (123)(56)
g=3I1=1

Die Markierungsérbenfur Paketesind: weil3,griin, rot, gelh

Ausnahmemengem; = fp11g;Me = fps10; M5 = fprig;M; = ; flr
alle andereri-Pakete.

Die Markierungsérbender Ausnahmeknotesind: grau,blau,schwarz.
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SeienV; = fv,s @z = Liiin;s = 1;:::;Kg;VLﬁA = fw, : z =

beiseiz derZeilenindex unds der Spaltenindg.

Sei
eineAbbildungvonL; nachL?JA.

Da die |-PaketmengenP; paarweisepaketisomorphsind, kann das oben be-
schriebenéwuffillenaufallenL; derartdurchgefihrtwerdendal3alleL; paar

einlsomorphismusonL; nachLgy ist(sieheB2).

Bemerkung 3.17

Im weiterenVerlauf desBeweiseswird gezeigt,dad Duplikator fiar allei eine

grolieMengeA; von Indexen ®ndenkannderart,daler einespaltenespektie-

rende r -RundenGewinnstratgie aufL; und C”A hat. Dabeiist{| 2 A, undﬁif

der Teilgraph,der entstehtjndemmandie innerstePermutatiorvon L durch
p ersetztL und C”A unterscheidesich alsonur bzgl. der Kantenrelationn

derinnersterPermutation.

Damitdieser -RunderStratgie auchglobalwirksamist, mudgen Bhrleistetver-
den,dadgespielteknotensichbeztglich derkKnotenauderhallvonly identisch
verhalten.

sichbeztiglich der Audenweltbeliebigverhalterk Bnnen)dentischgespielwer-
den.
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Knoten aus einemfestenl| -Paket antwortet. Diese habendie Eigenschaftsich
bezglich derAuRenwelidentischzu verhalten.

Betrachtemandie Situationsoweit, sohatmaneinenGrapherG mit N Kno-

tenundeinebuilt-in RelationBy aufN Knoten(diesedN muf3gena3Satz3.12

geeignegewvahlt wordensein).Dabeiisti.a. N < N. Der SpielgraphGo, muRd

nunsogewahltwerdendalBy vollstandigaufihn abgebildetverdenkann.Da-

zuwird G umN N Knotenerweitert,diein einerKettemiteinandewvertun-

denwerdenundangenaueiner markierterStellemit demGraphG verlunden
werden.Der so erhalteneGraphist natirlich weiterhinzusammenangenadund

entsprichtoeziglich der KantenrelatiorE schonvollstandigdem Spielgraphen
Go. Die Einbettungvon By wurdeaufdemTeilgraphenG  obende niert. Die

FortsetzungdieserEinbettungauf G, kannnun beliebiggeschehenDamit ist

die Konstruktionvon Gy abgeschlosse&spoilerfarbtnunGq mit ¢ Farben.

Bemerkung 3.18
Um die Notationzu vereinfichen stehtim Folgenderc ffar die Anzahlderins-
gesamt/erwendeterfrarben.Dasheilt:

c:=c+ml+ (g+ 1)

Schritt2: Konstruktionvon G;.

() InjedemK; ndet DuplikatoreinegroReMengeA; vonindizes,derartdald
ereineGewinnstratgie aufallenPaarenL ; L;;; j; ] 2 Aj; hat:
Jeded j bestehtiusk := (2"*2 + 2)n Knoten.Sei j (x) derAbstandvon
X 2 Lj zudenbeideninnerstenSpaltenin L;; bzgl. der Kantenrelation
E. Esexistieren2®® verschieden&arbungenvon L . Dahergibt eseine
MengeA; vonindizesmitjAjj & derartdaRalleL; ;j 2 A;;identisch
gefarbtsind.EsgibtnurN vieler-Spieltyperaufderartidentischgefarbten
L Strukturemmit DistanzfunktionN hangtdabeinurvonc;r (damitauch
vonml + (g+ 1)) unddemBildbereichvon j ab,nichtabervonn. Es
gibt alsoeine TeilmengeA; A mit jAjj 5 derart,dai3fur alle
J; ] 2 A; Duplikator eine Gewinnstratgie im r -RundenFO-SpielaufL;;
undL;; hat,die j und ;; respektiertAuchsindL; undL;; in demFall
identischgefarbt.

(i) Die mbglichenAnderungervon zu  kénnenso gewahlt werden,daR
G— nichtzusammenangendst:

Seiji 2 A; fest.R;(j) seidie Permutationsfolgeajie entstehtwennman
in R; die Permutation j, durch ; ersetztDasProduktderPermutationen
ausR;(j) sei j . Seiweiterhin

X = f i ;j ZAig:
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Schritt3:

X ist alsoeineMengevon Permutationendie mandurchVeranderungen
von L erhalt, welchevom Spoiler nicht nachgaiesenwerdenkonnen.
Es gibt 2" Teilmengenvon S,,.  bestehtausn!2" vielen Kopien von
R. DaherexistierteinY S, welchesmindestens!-mal unterdenX;
vorkommt.

SeiU S, dasErzeugnisvonY . Esqilt:

S n!
JUj  JY] ﬂ3

DaN nichtvonn abhangtundK linearin n ist, existierteinng 2 N, so
daifurallen ng:

n! , 6 "

- >n! —

2°KN logn
NachCoppersmithexistiert dahereing 2 U derart,daf3(123 n)g kein
n-Zyklus ist. Da U von Y erzeugtwird und jSyj n!, existierenein
m nlundyg;iiiYym 2 Y mitg = y; Yym. DaY mindestens!-

igiq — Yo
Sei nun G; der Graph, der entsteht,indem man in Gg Ligiig durch
Li,j, ersetzt(q  m). Das Produktder Permutationervon G; ist dann
(123 n)y:  ym = (123 n)g, waskeinn-Zyklusist. Folglich ist G,
nichtzusammenéngend.

DuplikatorfarbtnunG; identischzu Go.
DuplikatorhateineGewinnstratgie auf Go und Gy :
Fiarg m seiHy der Teilgraph,der ausden innerstenbeidenSpalten

vonLi,, in Go bestehund 4 := . AnalogsindHq und 4 auf G,

die Bedingungermesstarlen Erweiterungssatzesfullen.
Zunachstgilt:

No (H)\ N/ (H) = 3 = No (F)\ N,/ (H)  furi 6 j;

zu(i): Diesemibt sichdirektausderKonstruktion.
zu(ii): Setze (x) = xfurx Z2H, | [ Hn.
zu(iii): E: Folgt direkt ausder Tatsachedald zwei Punkte,deren Abstand

zueinandegrofRerals 1 ist, nicht miteinandererbundensind.
B: Seienx 2 Goundx 2 Gy undj  m mit

ix)= jx) 2
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X; X sindbzgl.SpoilersFarbungunddenml+( g+1) Hilfsfarben
identischgefarbt,
dannmisserx; x Knotenauseinemfestenl-Paket Py, sein.Dies
folgt ausder Art undWeise,wie By in G eingebettetvurdeund
derHilfsfarbungmit (g + 1) + ml Farben(gleichge&rbteKnoten
innerhalbeiner Spaltesind auseinemfestenl-Paket). Es gibt nun
zweiFalle:
1.Fall: x Z Ausnahmemengeon Py,. Damit ist x mit keiner der
ml Ausnahmefarbegefarbt und somitx auchnicht. Die Be-
dingung(iii) folgt ausdenEigenschaftervon Knoteneinesl-
Paketes.

2. Fall: x 2 Ausnahmemengeon P,,. Damitist x dereinzigeKnoten
inLig iq mit einerbestimmterAusnahmefarb®l;. Selbigegilt
nunaberfir x und nachKonstruktiongilt x = x, woraus(iii)
folgt.

Damit kannder starle Erweiterungssatangevendetwerdenund der Satz
ist bewiesen. 2

Bemerkung 3.19

Wichtig flar den Beweis ist, dad nur eine verpackbarebuilt-in Relation vorkommit.
Fiar denFall von zweiverpackbarebuilt-in RelationerfunktionierenobigeMethoden
nicht.

NacheinemurverBffentlichtemErgebnisvon Schweikardtind Schwentickkannman
zwei built-in Ordnungen 1; , derart®nden,dal

monNP( 1; 2) = monNP(+):

Da built-in Ordnungerverpackbasind, wkirdeein Beweis von Satz3.8 flr zwei ver-
packbarebuilt-in Relationenzeigen,daid Graphzusammenhangcht ausditckbarist
in monadicNP + built-in Addition.

3.4 Anwendungen

In diesemAbschnittwird gezeigtdaRbuilt-in Ordnungenbuilt-in Aquivalenzrelatio-
nen(unterbestimmterBedingungenundbuilt-in Relationemit beschankterBaum-
weiteverpackbasind.

Damit ergibt sich direkt, daR Graphzusammenhangcht ausdiickbarist in monadic
NP + einebuilt-in RelationausdieserKlassen.

Im Falle von built-in Ordnungerund built-in Relationermit beschénkterBaumweite
handeltessichum bekannteAusdruckssch@che-Resultate.
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3.4.1 Ordnungen

Satz3.20
Built-in Ordnungersindverpackbar

Beweis:
Ergibt sichdirektausderBeobachtungdal3jedesintervall ein Paketist. 2

3.4.2 ,Equivalenzrelationen

Satz3.21
Graphzusammenharigt nicht ausditickbarin monadicNP + beliebigekquivalenzre-
lation A.

Beweis:

SeiA =(A,)n2n einebeliebigebuilt-in AquivalenzrelationEs miisserzwei Falle un-
terschiedenverden:

.Fall: Esexistierteinng 2 N, sodaffurallen ng A, Maximalgradn®® hat.Dann
folgt die BehauptungusSatz4.7.

.Fall: Falls Fall 1 nicht eintritt, existiert ein > 0, so dal3fur jedesNg 2 N ein
N  Np existiertderart,dalRAy Maximalgradgrof3eralsN hat.Insbesondere
gibt esin Ay eine AquivalenzklasséAK mit jAKj N . Da jeder Knoten
ausAK genaumit allen andererknotenausAK vertundenist, kannmanaus
dieserAquivalenzklasseeliebigviele, beliebiggroRel-Paketebilden. Damitist
in diesenFalle die built-in RelationA verpackbaunddie Behauptundolgt aus
Satz3.8. 2

Bemerkung 3.22

Satz3.211&dt sich auchleicht direkt beweisen,indem man dasbekannte ein Kreis
vs. zwei Kreise Spiel auf einergroRendquivalenzklassspielt und beachtetdadsich
dannalle Kreisknoterbzgl. der Aulenwelidentischverhalten.

3.4.3 Relationenmit beschi@nkter Baumweite

Auch built-in Relationenmit beschankterBaumweitesind verpackbarDamit kann
Graphzusammenhamgcht ausgedickt werdenin monadicNP + einebuilt-in Rela-
tion mit beschankterBaumweite DiesesErgebniskonnteauchschonvon Kreidlerin
[17] (mit vOllig andererMethoden)gezeigtwerden.

Kreidlerzeigt,daRbuilt-in Relationemit beschénkterBaumweitezerleggbarsind(sie-
heBemerkung.5). Dabeiist derNachweisderZerlggbarleit (ausmeinerSicht)deut-
lich aufwendigemundweit wenigerintuitiv, alsder Nachweisvon Verpackbarkit.

ZunachsteinigeDe nitionen:
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De nition 3.23
SeiG ein Graph,T ein Baummit Wurzelroo(T) undV = (V)21 eineFamilie von

KnotenmengeN,; V(G). Wir nennerdasPaar(T;V) eineBaumzerlgungvon G,
wenndie folgendendrei Bedingungererftllt sind:

(T1) V(G) = [ 21 V.

(T2) Zu jederKantee von G gibt eseint 2 T, sodadV, beideEndknotenvon e
enthalt.

(T3) Fallstq;t,;t3 Knotenin V(T) sindundt, aufeinemT-Pfadvont, nachts liegt,
danngilt Vi, \ Vi, V.

De nition 3.24
a) Sei(T;V) eineBaumzerlgungeinesGrapher. Durch

W(T;V)) =maxijVyj 1;t2Tg

istdie WeitederBaumzerlgung(T; V) de®niert.Die kleinsteWeiteeinerBaum-
zerlgungvon G heidtBaumweitetw(G) vonG.

b) SeiB= (Bn)n2n €inebuilt-in RelationB hatbeschiankte Baumweite, fallsein
k 2 N existiert,sodadtw(B,) k flrallen 2 N.

FolgendeDe nition wird die BeweisfuhrungdesfolgendenSatzedibersichtlichege-
stalten:

De nition 3.25
Sei(T;V) eineBaumzerlgungeinesGrapherG. Seit 2 V (T).

a) Derant hiangenddeilbaumvonT wird mit T bezeichnet ist die Wurzelvon
T;.

b) Vs, = [ 121, Vi Ist die Mengealler KnotenausG, die in der Teilbaumzerlgung
(Ty; V) vorkommen.

maximalwird. ExistierenmehreresolcheKinder, so seitax ein beliebigesaus
dieserMenge.

Satz3.26

Built-in Relationenmit beschBnkter Baumweitesind verpackbarDer Parametergy
kanndabeijedebeliebigenattarliche Zahl ungleichl sein.

Beweis:

SeiB einebuilt-in Relationmit beschankterBaumweite.Seik := max,,ntw(By)
die Baumweitevon B.
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Zu zeigenist:

Esexistierteinl 2 N derart,da3furalleL; n;g2 N;g 2einNg 2 N existiertso,
daifuralleN  Np; L disjunktel-PaketeP; mitg jPij  n existieren.

Eswird bewiesendal3l = 2k gewahltwerdenkann.

Sei(T% V) eineBaumzerlgungvon By mit minimalerBaumweite.

Der folgende Algorithmus liefert bei Eingabe einer markierten Baumzerlgung
(T' V) undder MengeP= [J!:ll P; aller Knoten, die in vorherigenl-Paketenver-
wendetetverden dasi-te PaketP;.

Weiterhin liefert der Algorithmus eine markierteBaumzerlgung (T'; V), mit deren
Hilfe dasnachstd-Paket P,,; berechnetwerdenkann.

Markierte Baumzerlgungbedeutetierbei,daleinigeKnotenin T' ! markiertsein
konnen.

Der Algorithmusist alsoinduktiv zu verwendenBeginnendmit der Eingabe(T %; V)
undP=; wird P; und(T?; V) berechnetMit (T*;V) undP= P; wird P, und(T?;V)
berechnetisw

Algorithmus

EingabemarkierteBaumzerlgung(T' *;V) undP= [}:11 P;
Ausgabe]-Paket P; undmarkierteBaumzerlgung(T'; V)

0L Pi=;; T=T1%

02 if(Es existiert kein markierter Punkt in T ) then
/I dies passiert nur bei Berechnung von P;.

03 to = root (T' %);

04 else
/I falls es markierte Knoten gibt

05a to := Ein beliebiger markierter Knoten derart,

dal in T;, keine markierten Knoten vorkommen;
/I Suche einen Knoten, dessen Unterbaum T, keine
/I weiteren  markierten Knoten enth alt.
05b t, ;= tg /I Hilfsknoten fur Beweis von Satz 3.31

06 if (to== root (T' 1)) or (| Vg nP| 3) then

/I  Falls kein markierter Knoten existiert oder ausreichend

/' neue Knoten (auBerhalb von P) in Vg  liegen

viele
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repeat /[ Baum runterlaufen bis zum ersten |
to := (to) max; //  ein Unterbaum weniger als
until  jVr, NP} n; /I n neue Knoten enth alt.
Pi = Vg, nP; T:=TnTy,;
while (jPjj < 3) dof Il Falls Ty, zu wenige Knoten enth alt,
to = (vater (to))max; /[ mussen weitere  Unterb aume von
Pi == Pi[ Vg nP; /[ vater( tg) erg anzt werden.
T:=TnTy,; 9 /I  Diese werden aus T entfernt.
markiere  vater( to); /[ Vater von tp, muld markiert  werden,
Il er eventuell Ausnahmeknoten enth al
else f
/I falls  Vy_ zuwenig neue Knoten enth alt, verzichte auf diese.
T:=TnT,;
repeat
repeat

/[ Den Baum aufw arts laufend, wird der erste Knoten gesucht,
/[ der entweder markiert ist oder genugend neue Knoten in
/I seinem Teilbaum enth alt
t, ;= to; // Hilfsknoten: Merkt sich den Sohnknoten
/[ von dem man gekommen ist
to:= vater (to);
until  (jVr, nfP[ Vr_ 0] %) or (jVr, nPj %) or (to ist markiert)
it jVr, nfP[ Vg g %then f
/I Falls VTtOan[ \% e ausreichend viele neue Knoten fur P;
markiere ty; // tpy kbnnte Ausnahmeknoten enthalten.
T:=TnT; /I Verzichte auf die Knoten aus T; (max. 2’—9]
/I Diese wurden weitere  Ausnahmeknoten liefer
wiederhole Zeilen 7-15; Ende; g
Il (Ty;V) ist  nun eine Baumzerlegung ohne markierten Knot
/I aber ausreichend vielen neuen Knoten. UmP; zu bestimn
/I ebenso vorgegangen werden, wie bei der Bestimmung von
else if jVr, nPj § then f
/I falls Vi, NP ausreichend viele neue Knoten fur P; enth al
Il Bem.: % Vi, nPj 23
P == Vy, nP; /I max. 2k Ausnahmeknoten.
T:=TnTy;
markiere to; Ende; ¢
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32 else
/I Falls auf dem Weg bis zum nachsten markierten Knoten nicl
/I ausreichend viele neue Knoten gesammelt werden Kkonnen,
/I verzichte auf T, nftog. Das sind max. 2% viele  Knoten.

33a T:=TnfT, nteg;
33b t, ;== tg /I Hilfsknoten fur Beweis von Satz 3.31
34 until True = False; /I Endlosschleife

g

Die Grundideedie hinter dem Algorithmussteckt,ist die Tatsachedal3die Knoten-

mengeVr,  einesTeilbaumesT,, nur tberdie KnotenausV;, mit KnotenaufRerhalb
von Vr, - verlundenseinkdnnen.Daherbildendie KnotenausVr, | fur jVi,j  k ein

k-Paket.

DasfolgendeSchemabeschreibtienProgrammablaufv(t) stehtdabeifir denVater

knotenvont.

i = 1. BerechnungonP;.

root(T ©)

jVTV(to)j >N
jVTtoj n
Zeilen10-15liefernP;.

Knotenin V) kdnnenim weiterenVerlaufAusnah-
meknotenverden.Daherwird v(tg) markiert.

i I i+ 1 Seity ein markierterKnotenin T' derart,daRin T,, keineweiteren
Knotenmarkiertsind. Falls in T;, ausreichendiele neueKnotenvorkommen,
dasbedeute}Vr, nPj % kannanalogzumFall i = 1 verfahrenwerden.

Falls jVr, ,nPj < & wird zunBchstT, ausT' gelbscht. Dabeiverzichtet man
auf wenigerals & Knoten.Im AnschluBwird der Baumsukzessie nachoben
abgelaufenSei éabeito der aktuelleKnotenundt; der Sohnknotenyon dem
mangekommenist. In jedemSchrittmisservier Falle unterschiedewerden:
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1. jVTto an[ VTtlgj
root(T")

n.
g

jVTtO an[ VTtlgj %
Vi J < 2%, sonstwaredie repeat-Schleif@aus
Zeile 19 schonvorherabgebrocheworden.

LoscheT,, ausT!.

+

root(T")
Markieret,.
jVr, nfPgj o

T;, enthalt ausreichendiele neueKnotenund
nur derKnotent, ist markiert.Auf T,, kannal-
sowieim Fall i = 1 verfahrenwerden.
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2. jVTtlnPj > %:

root(T")

jVr, nPj o
jVr, NP} 2%, sonstwaredie repeat-Schleife
ausZeile 19 schonvorherabgebrocheworden.

In T, sindkeinemarkiertenkKnoten.Die Men-
ge Vr,, NP mit Ausnahmemeng¥, ist ein k-
Paket geeigneteGroRe.SetzeP;,; = V1, nP.

3. tg ist markiert:

root(T")

jVTto an[ VTtlgj < %

jVTtlnPj < %

LoscheTy,. Dassindwenigeralszg Knoten.

SetzeAufwartslauferfort.

4. KeinerderdreiFalle 1.-3.tritt ein: SetzeAufwartslauferfort.

Korr ektheit desAlgorithmus:

Induktioniiberi.

i = 1: Die EingabebeiBerechnungon P, bestehausderBaumzerlgung(T?; V) von
Bn (T enthalt keinemarkiertenKnoten)undderMengeP = ;.

Da T9 keine markiertenKnoten enthélt, wird P; in den Zeilen 07-15 berech-
net. Man siehtleicht, daf3der Algorithmusin diesemFalle eine MengeP; mit
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n jPy > % zuriickliefert (sieheZeile 09 + 11). P, ist eineVereinigungvon

len 12-14). Aufgrund der De nition von Baumzerlgung sind die Knoten aus
P1\ V dieeinzigenKnotenausP;, die mit Knotenaul3erhallvon P; vertbunden
seinkonnenDajV;j kistP; eink-Paket.

i ! i+ 1:UmdieKorrektheitfiir beliebiges > 1 zubeweisen zunachsteinige

Hilfslemmata:

Lemma3.27
In einemDurchlaufdesAlgorithmuswerdenmaximalzwei Knotenmarkiert.

Beweis:

Nur in denZeilen 15, 25 und 31 wird ein Knotenmarkiert. DieseZeilen wer-
denim Laufe desAlgorithmushdochstensinmalbearbeitetDabeiist esnicht
moglich, dalalle drei Zeilenbearbeitetverden. 2

Lemma 3.28
In L DurchlaufendesAlgorithmuswird maximalauf2 L % KnotenvonB
verzichtet.

Beweis:

Diesfolgt sofortausLemma3.27, da nur aufgrundeinesmarkiertenKnotens
vonT auf maximal2% Knotenverzichtetwird (Zeilen17,26 und33a). 2

Bemerkung: Um zu garantierendal@manL disjunktek-Pakete nden kann,
muRwegendesletztenLemmasdie GrofeN desUniversumsnindestens 4
%+ Ln betragen.

Lemma 3.29

mit vatefw;.1 ) = w;. Ein Wurzelveg ist alsoein Weg mit Abwartsrichtung und
Startknoterroot(T ).

inTl.

Beweis:

Induktionnachj.
j = 0:In T ist kein Knotenmarkiert.
L I

NachVoraussetzungxistiert ein Wurzelveg Wi := (Wh;:::;wi, = to) in
T!. Eswerdennundie verschiedeneRrogrammalilufeuntersucht.
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1. jVg,,nPj % (Zeilen06-15):

In Zeile 15 wird ein Knotenin Ty, markiert.Esist leicht einengeeig-
netenWurzeleg in T/ *1 zu nden.

2. 1. trifft nicht zu. T;, wird geloscht(Zeile 17). Von t, auswird der
BaumT! (derWurzelwveg W) aufwartsabgelaufenbis einerderfol-
genderFalle eintritt (Zeilen 18-34):
2a. jVr, nfP[ Vg g %(Zeilen24-27):

Daty 2 W existierth < n mitto = wj,. In Zeile 26 wird T,
geloschtund damit die Knotenw},, ;:::;Wi,. to wird markiert
(Zeile 25) undim weiterenVerlauf wird nur nochein Knotenin
T,, markiert(Zeile 27). Ein geeigneteiVurzeleg fur T *1 kann
leichtbestimmtwerden.
2b. jVr, NP %(Zeile28-31):

Dat; 2 W! existierth < n mit tqg =vate(t,) = w"n. In Zeile
30wird Ty, geldscht.In Zeile 31ty markiertundderAlgorithmus
terminiert. Wi* = (wh;:::;wh) ist ein geeigneteiVurzelveg

in Ti+t,
2c. Weder2a.noch2b. In Zeile 33 wird Ty, nf tog geloscht.Dannwird
2. wiederholt.
2
Lemma 3.30
Esgilt

aT Thi<j.
b) T': i > 0 unterscheidesichvonT° nurunterhalbvon markiertenKnoten.

Beweis:a) Der Eingabebaumwird im Algorithmusnichterweitert.

b) Immerwennein Teil desEingabebaume§' gelbschtwird, wird der Vater
knotendiesesTeilesmarkiert. 2

Satz3.31
Der Algorithmusliefert fir allei = 2;:::; M ein2k-PaketP. Diesesind paar
weisedisjunktundesgilt

Beweis:

Dasersteund zweite Lemmagarantierendal3bei ausreichengroiemGrund-
raum[N ] immergeriigendKnotenin (T'; V) Ubrigbleibenumweiter2k-Pakete
zukonstruieren.
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W2 RN
Dieswird garantierdurchdie Zeilen(paare}9,11),24 und 28.

(2) Esgibt maximal2k Knotenin P;, die mit Knotenauf3erhallvon P; verbun-
densind:

Hier mufRunterschiedenverden,ob der Algorithmusin Zeile 15,27 oder
31terminiert:

15: Die Begriindungentsprichiderobigenfur denFalli = 1.

27: Aufgrundvon Lemma3.29ist im TeilbaumT,, nachEntfernungvon
T, nur nochder Knotent, markiert. Damit entsprichtdie Situation
derjenigerfur denFall i = 1.

31: Aufgrundder De nition von beschénkterBaumweite,der Tatsache,
dafl3nur die Knotent, undty in T;, markiertsind und Lemma3.30
b), kanndie Knotenmenge/r,  nur iberKnotenausV;, oderVy, mit
Knotenaul3erhallvon Vr,, vertundensein.DiesebeidenMengenent-
haltenmaximal2k Knoten.

Damitist die Behauptundpewiesen. 2

3.5 Verpackbare Relationenbezkglich Padding

Mit dembisherGezeigtenist esleicht zu sehendalRGraphzusammenharmgichnicht
in

monadicNP + eineverpackbarduilt-in Relation+ beliebigesPadding

ausdiickbarist.

Im Beweisvon Satz3.8 wurdeeine Restmengzu einerKetteverbundenund anden
dort konstruierterGraphenG gehangt. DieseRestmengdanndurchVergrof3erung
desStartunversumsbeliebiggro3werden.Die KnotendieserRestmengaeverdenim
Spielerlauf desBeweiseskonstantgespielt. Man kann also beliebig viele Padding-
knotenausdieserRestmengeactbpfen.Damitist auchSatz3.10bewiesen.






Kapitel 4

Unendlich teilbar e built-in-Relationen

Im vorherigerKapitelwurdedie KlassederverpackbareRRelationerde niert undbe-
wiesendalRessichdabeium schwachebuilt-in Relationerhandelt.Desweiteremwur-
de gezeigt,dalRGraphzusammenhamgcht ausdiickbarist in monNP+ verpackbare
built-in Relation.Verpackbarkit ist eine Struktureigenschafton built-in Relationen
mit globalemCharakter

In diesemKapitel wird die Klasseder unendlichteilbarenbuilt-in Relationenein-
gefuhrt.

UnendlicheTeilbarkeitist eineStruktureigenschafton built-in Relationermit lokalem
CharakterEswird gezeigt,dallGraphzusammenhamgcht ausdiickbarist in mona-
dicNP + unendlichteilbarebuilt-in Relation.Im Anwendungsabschnitird gezeigt,
daReinegroReMengevon built-in Relationerunendlichteilbarsind.

4.1 Unendlichteilbarebuilt-in Relationen

De nition 4.1

Eine built-in RelationB heidt unendlich teilbar, falls f&r alled 2 N ein}y 2 N
existiert, sodadfkr alleL 2 N einn 2 N existiert derart,dadeineMengeA,  [n]
mitjA,.j g undeineMengeX = fxq;:::X.g [n] existierenmit

Einebuilt-in Relationist alsounendlichteilbar wennmandurchLésdungvon maxi-
mally Knotenbeliebigviele disjunkted-Umgehingen®ndenkann.

De nition 4.2
a) Eine built-in RelationB heititendlos falls einl 2 N existiert, so daiffar alle
D 2 N einn 2 N undeineMengeA,, [n] mitjA,] | existierenderart,dad
diamB, A,) D:

50
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Dabeiist diam(G)der DurchmesseeinesGrapherG, d.h. dergrdte endliche
AbstandzweierKnotenin G.

Eine built-in RelationB ist also endlos,wennder Durchmessevon B,, durch
Entfernungvon maximall Knotenbeliebiggrodwerdenkann.

b) Einebuilt-in RelationB heitittr ennbar, fallseinl 2 N existiert, sodadf ir alle
N 2 N einn 2 N undeineMengeA, [n] mitjA,j | existierenderart,dal

jf Zusammenhangsknponentein B, A,gj N:

Einebuilt-in RelationB ist alsotrennbaywennB,, durchEntfernenvonmaximal
| Knotenin beliebigviele Zusammenhangsknponentemgetrenntwird.

Eine ganzeReihevon built-in Relationensind unendlichteilbar Dazuder folgende
Satz.

Satz4.3
a) x-built-in Relationersindunendlichteilbar

b) ZerlegbareRelationersindunendlichteilbar

c) Built-in Relationermit beschi&nkterBaumweitesind unendlichteilbar

d) Built-in Relationermit lokal beschi&nkterBaumweitesind unendlichteilbar
e) Built-in Relationermit verbotenenMinor K  sindunendlichteilbar

f) Built-in Relationermit lokal verbotenenMinor K  sindunendlichteilbar.
g) Endlosebuilt-in Relationersindunendlichteilbar

h) Trennbarebuilt-in Relationersindunendlichteilbar

Beweis:

zua) sieheSatz4.10.

zub) folgt direktausderDe nition von Zerleggbarleit.

zuc) folgt ausb) undErgebnisservon Kreidler (siehe[17]).
zud) wird in diesemKapitel bewiesen.

zue) folgt ausb) und Ergebnissewon Kreidler (siehe[17]). Direkter Beweisim Ab-
schnitt4.3.2.

zuf) wird in diesemKapitel bewiesen.
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zug) Gibtesin B, A, einenWeg derLange2dL, sokonnenleicht L Knotenauf
diesemWeg gefundernwerden die paarweisalisjunkted-Umgelungenin B,
A, haben.

zuh) leichtzuzeigen.

Bemerkung4.4

Im weiterenVerlaufdieseKapitelswird unteranderengezeigtdadunendlichteilbare
built-in Relationenschvach sind. Insbesonderaind endloseund trennbarebuilt-in
Relationerschvach.Man sieht,dadstarke built-in Relationenn gewisserWeisedicht
seinmissenDasbedeutetdadin einerstarken built-in RelationB

1. Knoteninnerhalbeiner ZusammenhangsknponenteMaximalabstandig ha-
ben.Dabeihtangtgg nurvonB, abernichtvonn ah

2. maximal zg viele Zusammenhangsknponenterexistieren. Dabei hlﬁngtzB
wiederumnurvonB undnichtvonn ah

4.2 Monadic NP + unendlich teilbare built-in Relatio-
nen

In diesemAbschnittwird mit Hilfe einerVerallgemeinerungon Schwenticks Erwei-
terungssatgezeigt,dalR Graphzusammenhangcht in monadicNP+ unendlichteil-
barebuilt-in Relationausgedicktwerdenkann.Die Verallgemeinerungpestehdarin
einekonstante Anzahlvon Knotenkonstantzu spielen(untenwerdendiesgenaudie
Ausnahmeknote\,, ausder De nition von unendlichteilbar sein). Ansonstenent-
sprichtder Beweis demvon SchwentickgefuhrtenKreis vs. Doppelkeis Beweis fur
built-in Relationermit Gradn°® (siehe[22]).

Satz4.5 (schwacherErweiterungssatz,Schwentick)
Seien

r > 0undS=(E,B)eineSignatur
A; A endlicheS-Strukturemmit gleichemUniversumn].
H bzw H TeilstrukturerwonA bzw A.
= :[n] [n]! N Distanzfunktionen.
n= (XGH); 4 = (x;H) undschliedlich

A:=fa;:::;ag [n] die MengederKnotenmit
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( (a;H)> 2" unddisty(a;;H) 2")
oder
( (a;H) > 2 unddisty(a;;H) 2").

Dabeiist disty (disty ) die kanonischéistanzfunktioraufA (A).
Duplikatorhateine Gewinnstratgie im r -RundenFO-SpielaufA; A, wenn:

(i) Die StrukturerA nH undA nH identischsindund

(ii) DuplikatoreineGewinnstratgie im r -RundenFO-Spielauf

hat.
Beweis:siehe[21].

Satz4.6
Graphzusammenharigt nicht ausdisckbarin monadicNP + unendlichteilbarebuilt-

in Relation.

Beweis:

Seienc;r 2 N undB eineunendlichteilbarebuilt-in Relation.

SeienA, fl1;:::;ng;JAn | undfxy;:::;x g  f1;:::;ngeineKnotenmenge
mit paarweisalisjunkten2"-Umgetungenin B, A,. DieseMengeexistiert da B
unendlichteilbarist.

| Konstruktion von Gy:

SeiX; = Nzl?n An(Xi).
Durch
8 . . . :
3 disk, a,(xi;x) disk, a,(Xiy);
(x;y) :=B fallsx;y 2 X furi 2 f1;:::;Lg
~ 1 ; sonst

wird eineDistanzfunktionauf[n] de niert.
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(X;y)

§ %)

xz)= (y;2)=1 X

Xi

Mit N werdenim FolgendenUmgelungenin Bezugauf die Distanzfunktion be-
zeichnet.

Ketten:

Es werdennun (analogzum Beweis von Schwentick)zurachstdie Knoten der d-
UmgelungenX; zu Kettenaufgereiht, welcheim Anschluf3zu einemKreis mitein-
anderverbundenwerden.

Mit N_ 4(Xi) := N4(xi) nN4 ;(x;) wird die MengederKnotenmit  Abstandd von
X; bezeichnet.
Die Kette K; entsteht, indem der Reihe nach die Knoten

Ki;Kis1 werdenzu DoppellettendK; +; verbunden,indemderKnotenx; mit dem
Knotenx;; vertundenwird (dabeiseioBdA L gerade).
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6 —— N (x) ___‘ ................ ‘___ N_ 4(Xi) ___‘
)@ M) @ @ Nost) @

Gy entstehindemmanalle Doppellettenzu einemKreis miteinandewerbindetund
die verbleibenderkKnoten(die in keiner2"-Umgelung X; liegen)zu einerKette auf-
reihtundmit einemfesterKnotenbverbindet.

alsKonstanten.
FallsL grol3genuggewahltwird, existiereni 6 j mit

(T X)) = CTX)s T(X L) (#)
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G; entstehtausG, indemdie Kanten(x;; Xi+1); (Xj; Xj+1) geldoschtwerdenund die
Kanten(x;; Xj+1); (Xj; Xi+1) hinzugetigtwerden.

. @_

Offensichtlichist G; nichtzusammenéingend.
DuplikatorfarbtG; identischzur SpoilersFarbungvon Go.

Mittels desschwacherErweiterungssatzes5siehtman,dalRDuplikatordasr -Runden
Spielauf Gg; G; gewinnt.
Seidazu

A= Gg; A =Gy,

H = fxi;Xi+1:X;;Xj+19 = H (dabeienthalt H die entsprechendeiinotenaus
Go, H die KnotenausG;,),

= wie obende niert und
A=A,.

Bedingung(i) ist offensichtlich.Bedingung(ii) folgt leichtaus(#) . 2

4.3 Anwendungen

In diesemAbschnittwird bewiesen daf3folgendebuilt-in Relationerunendlichteilbar
sind:

x-built-in Relationen
Relationemmit verbotenenMinor K
Relationemmit lokal verbotenenvollstandigenMinor

Relationemit lokal beschankterBaumweite



4.3. ANWENDUNGEN 57

4.3.1 x-built-in Relationen

Zunachstwird eineKlassevonhbuilt-in Relationerbetrachtetdie durchGradbedingun-
gencharakterisierist. DasbisherstarksteErgebnisin dieserRichtungist derfolgende
Satzvon Schwentick:

Satz4.7 (Schwentick95)
Seif : N! N mitf(n) = n°®. Graphzusammenharigt nicht ausdéckbarin
monadicNP + endlichviele built-in Relationermit Maximalgracdt (n).

Bemerkung: Die BeweisideediesesSatzesentsprichtder Beweisideevon Satz4.2.
Im VerlaufdesBeweiseswird insbesondergezeigtdalibuilt-in Relationermit obiger
Gradbedingunginendlichteilbarsind.

EinegenauaetrachtunglesBeweiseszeigt,dal3obigeGradbedingungbgeschwcht
werdenkann.Dazudie folgendeDe nition:

De nition 4.8
Eine built-in RelationB= (B,)n2n heilt x-built-in Relation,falls sie der folgenden
Bedingunggengt:

Esexistiertein < 1undeinng 2 N, sodadffarallen rmyein o; , mit ,+ , <
existiertderart,dadfolgendegilt:

1. Esexistierteinf :N! N mitf (n) = n°® so,dadmindestens n » Knoten
vonB,, Maximalgrad (n) haben.

Diesed wird im FolgenderGradfunktion vonB genannt.
2. Alle Knotenin B, habenGrad n .

Bemerkung 4.9

Es ist ein ungelbstesProblem,ob Graphzusammenharausditckbarist in monadic
NP + BIT. Insbesonderést BIT eine starke built-in Relation. Eine Betrachtungder
Gradstruktuvon BIT, (BIT Relationauf[n]) liefert folgendeAufteilung (OBdA sei
n=2m):

Die Knotenflgn + 1;:::;ng habenGrad Ign.
De®niertman , und ,, mittels

lgn=n"() n.#0)
"0 n"1)

[Ni=]
1
=]
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sosiehtman,dadin BIT,, (maximal)n » Knotenmit Grad n " und n " existieren.
Alle andererKnotenhabenGrad Ign. Mansiehtleicht,dad , + , #1.

Bezkiglich Gradbetrachtungeliegen starke built-in Relationen(BIT) und schvache
built-in Relationen(x-built-in) alsosehrdicht beieinander

Eswird nungezeigtdafl3x-built-in Relationerunendlichteilbarsind.

Satz4.10
EineMengeB*;:::;B™ vonx-built-in Relationenst unendlichteilbar
Dabeiist eineRelationenmengB*; :::;R™ unendlichteilbar wenndie durch

8n2 N;8x;y2[n] Raxy () 9i 2 f1;:::;mg mitR! xy
de®niertebuilt-in RelationR unendlichteilbarist.

Darausemgibt sichdirekt:

Korollar 4.11
Graphzusammenharigt nicht ausditckbarin monadicNP + endlichviele x-built-in
Relationen.

Beweisvon Satz4.10:

groRenGradessind.InnerhalbdieserMengeist esleicht eineKnotenmengeu nden,
derenKnotenpaarweisealisjunkted-Umgelungenhaben DazufolgendeDe nition:

De nition 4.12
Ein Knotenx 2 [n] hatgroBenGrad beztglichBt;:::;BM, fallseini 2 f1;:::;mg
existiert, sodaiiderB!. -Gradvonx griBderalsf,(n) ist.

Folgended.emmaprazisiertobigeBeweisidee.
Lemma4.13
gilt fiEralled 2 N:

iNg@™j n» f(M* mit ,< 1
DabeiistN4(J ") = [ x23 nNg(x) died-Umgelungvond ".

BeweisdesLemmas:
Induktionnachm.
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m = 1: NachDe nition von x-built-in Relationexistiertfurallen ngein ,; ,
mit .+ , < lderartdaRalle KnotenGradkleinern » haberundnurmaximal
n » Knotenmit Gradgrof3eralsf (n) existieren.J " istdie MengedieserKnoten.
Dadied-UmgelungvonJ " maximalwird, fallsdied-Umgelungenaller Punkte
ausJ " nichtuberlappenkannmanfir die Abschatzungannehmendal3fur alle
X;y2J"; x6 yqilt:
Na(x)\ Na(y) =;:

Wie manleicht sieht,gilt dann:
iNg()j 1+nr@+f(n)+fm?+ +fm**Y nrf(n)"

Damitfolgt:
iING(3™j =il x20 "Na(X)j n"nrf(n):
DiesbeweistdenFall m = 1.

m ! m+ 1. Sei J{.., 1
(Bf;:::; B 7). Seid » die Mengealler grol3enKnotenbeziglich B'. Offen-
sichtlichgilt:
‘]n: lr?:::;m l[ ‘]mn
undjN 4(J ")j wird maximalwennNg4(J ..., 1)\ Ng(J 1) = ;.Indiesentfall

onmC 1 Sat )f ()d oo (),

wobei , + , < lundmax( ™% + )< <1l

Daf (n) = n°® existiereneinng 2 Nund < 1derart,daBfirallen nq gilt:
jINe(@™j n:

DasbedeutetdaBmindestens n Knotenaus[n] Mindestabstand vonallenKno-
tenmit groBemGradhaben(alsoalle KnotenausJ "). SeiM die Mengedieserkno-
ten.FurM gilt also:

Ng :(M)\J"=;:
Insbesonderbaberalle KnotenausNy4 (M ) Grad f (n).
Eswird nuninduktiv gezeigtdallin derMengeM beliebigviele Knotenmit paarwei-

sedisjunkterd, = %-Umgemng(bzgl.(B%;:::;B{{‘)) gefundenwerdenkodnnen.
Dad beliebiggewvahltwerdenkann,ist der Satzbewiesen.
Seienalsoxy;:::;x. KnotenausM mit paarweisedisjunkterd,-Umgelung. Nach

De nition vonM qgilt:
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Nog,(xg;::55%x0)] L @+ f(n)+  +f(n)%2) L f(n)2%?:

Fallsalso

L f(n*®* n n jMj; ()
existierteinx, +; 2 M derart,daf3die Knotenxy;:::; X, +; paarweiselisjunkted,
UmgetungenhabenDaf (n) = n°®  gilt ( ) firr ausreichengroRes. 2

Bemerkung4.14

Die entscheidend&igenschaftvon x-built-in Relationenwelcheim obigenBeweis
verwendetvurde,ist die ExistenzeinerauseichendgrodenKnotenmengd derart,
dadalle KnotenausN (M ) Maximalgrack (n) = n°® haben.

Dieslegt folgendeDe nition nahe:

De nition 4.15
SeiB= (Bn)n2n €inebuilt-in Relation.

a) B heidt(d; N )-f-beschrankt, fallseinng 2 N existiert, sodadffr allen > ry
eineTeilmengeM  [n] existiert mit
jiMj  N.
Frallex 2 Ny(M ) gilt grads, (x)  f(n).
b) B heidtf-beschrankt, wennB flr alled;N 2 N, (d;N)-f-beschianktist.

FolgendeSatzeergebensichdirekt ausdemBeweisvon Satz4.10oderkonnenleicht
analogzu diesemgezeigtwerden:

Satz4.16
Seif (n) = n°®, Graphzusammenharigt nicht ausdigckbarin monadicNP + f-
beschBnktebuilt-in Relationen.

Satz4.17
a) x-built-Relationensindf-beschiankt, mitf (n) = rP® .

4.3.2 Built-in Relationenmit verbotenemMinor Ky

In diesemAbschnittwird gezeigt,dal3built-in Relationemmit verbotenenMinor K
unendlichteilbar sind. Damit folgt direkt, daRdiesebuilt-in RelationenrmonadicNP
nicht ausreichendrerstirken, um Graphzusammenharagszudiicken. DiesesErgeb-
nis konnteKreidler schonin [17] beweisen.Der dort vorgestellteBeweis ist aul3est
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kompliziertundsehrang.Die KirzeundEleganzdesfolgenderBeweisedsst einindiz
fur die Starke der Eigenschafinendlit teilbar.

Zunachstdie notwendigerDe nitionen im Zusammenhangit verbotenerMinoren.

De nition 4.18
SeiG ein Graphmit Kantenrelatiork .

a) DerGraphG  entstehtwsG, indemderKnotenx gellBschtwird.

b) Seienx;y 2 Vs mit Exy. Der GraphGy-y entstehtdurchKontraktion der
Knotenx mity. DasbedeutetdadderKnoteny ausG geleschtundderKnoten
x zudatzlichmit allenKnotenverbunderwird, mit denery vertundenwar. Man
bezeichnetlieseKontraktionauchmitK (y ! x).

De nition 4.19
SeiG ein Graph.

a) G hateinenMinor K, falls durcheineFolge von KontraktionerundL Bschun-
genein GraphG gebildetwerdenkann,dereinenK  als Teilgraphhat.

b) SeiX = fx3;:::;Xkg Ve eineKnotenmengeausG. G hateinenMinor K
mit Minorknoten X, falls eine Folge von Kontraktionen K ;) existiert derart,
dad

KeineKontraktionK ; kontrahierzwei KnotenausX .

Flar jede KontraktionK;, die einenKnotenx 2 X mit einemKnoteny 2
Vs n X kontrahiertgilt Ki = K(y! x).

NachDurchfiahrungder Kontraktioner¥; bildendie KnotenausX einen
Kg.

Die MengeX nenntmaneineMinormenge vonG.

Nun noch einige bekannteLemmataausder Graphentheoriéauf die Beweisewird
hier verzichtet):

Lemma4.20
Der vollst&Endigebipartite Graphk 1k 1 hateinenMinor K .

Lemma4.21(Ramsey)
FiarjedesN 2 N existierteinn(N) derart,dadjederGraphG mitj\sj n(N) einen
K odereinenK y als Teilgrapherenthlt.

Der BeweisdesfolgendenSatzesst Inhalt diesesAbschnittes.

Satz4.22
Built-in Relationermit verbotenenMinor K  (k 2 N) sindunendlichteilbar.
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Damit ergibt sichsofort

Korollar 4.23
Graphzusammnharigt nicht ausditickbarin monadicNP + einebuilt-in Relationmit
verbotenenk .

Bemerkung4.24

Satz4.22|@dtsich auchals graphentheoretischussagdormulieren.SeidazuG ein
Graphmit verbotenenMinor K . Flard 2 N ®ndetmaneind 2 N derart,dadf&r
alleL 2 N einn(L) existiert, so dadfalls jVgj n(L), maneine MengeAg mit
JAg] lq undKnotenxy;:::;X. 2 Ve mit paarweisdalisjunktend-Umgehungenin
G Ag ®ndet.

Beweisvon Satz4.22:
Induktioniberdie Umgelungsweited.

d = O: klar.

d! d+ 1 : Gesuchtist ein lg1, so dalRfur beliebigesL 2 N (mindestens)
einn 2 N, eineMengeAd*!  [n] mitjA%*lj 141 undeineMengeX i1 =
fxi;:::; X gexistierenderartdaRin B,, AY*! dieKnotenausX 4.1 paarweise
disjunkte(d + 1)-Umgelungenhaben.

Nachinduktionswraussetzunekxistierteinly, sodaf3fir Ng 2 N beliebig,(min-
destenskinn 2 N, eineMengeAd  [n] mit jAdj |4 und eine Menge
Xg=fXg;::0X8,9  [n] existierenderart,dallin B, Aﬂ die KnotenausX 4
paarweisalisjunkted-Umgelunghaben.

Die Knotenmengeon B, Aﬂ kanndurch
Ve, ag = Ng" A (Xa) [ Y[ Z

disjunktzerlegt werdenDabeiseiY die MengederKnoten,die Abstandd+ 1 zu
mindestenginemKnotenausX 4 habenaberin keinerd-UmgelungderKnoten
ausXg liegen.

FolgendeSkizzeverdeutlichtdie StrukturvonB, AY. Gestrichelte.inien deu-
tenmoglicheVerbindungerzwischenKnotenmengemn.
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Im VerlaufdesBeweiseswird gezeigtdalReseinegrol3eTeilmengeX 4«1 Xy
gibt, mitjX4:1) L derart,dalRdie KnotenausX 4+; paarweisalisjunkte(d +
1)-Umgehlungenin B, A%*! haben.Dabeiist A%*? eineObermengeon A¢
mit jASLj = jAY + (k1) Mit lgsy = Ig+ (k1) istderSatzbewiesen.

Es stellt sich daherdie Frage,unterwelchenBedingungerewei Knotenx;; X;
ausX y Uberlappendéd+ 1)-Umgetlungenin B, A¢ habenDazudiefolgende
De nition unddasfolgendeLemma:

De nition 4.25
Zwei Knotenx;; Xj 2 Xq4 sindschwachverbunden, wennx;;x; in B, Aﬂ
Eberlappendéd + 1)-Umgetungenhaben.

Die Knotensindstark getrennt, wennsie nicht schwachverbundensind.
Lemma 4.26
Zwei Knotenx;; X; 2 Xy sind genaudannschvachverbunden,wenneineder
beidenfolgendenBedingungererftllt ist:

a) ZweiRandpunkt&ausN 4(Xi) undNq(X;) sindmiteinandewvertunden.

b) Zwei RandpunkteausN 4(Xi) undNq(X;) sind mit einem(gemeinsamen)
Punkty 2 Y vertunden.
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In funf Schrittenwird der GraphB,  AY vereinfichtohnedabeirelevanteln-
formationenzu verlieren:

trahiert.

2.Schritt: Alle Knoten,derenAbstandzu allenx; 2 X4 grof3erals 1 ist (diessind

geraddlie KnotenausZ), werdengeloscht.

Bemerkung: DiesegeldschterKnotenhabenkeinenEin ufd aufdie (d +
1)-UmgelungderKnotenausX g.

3.Schritt: Alle KantenzwischerKnotenin Y werdengeloscht.

Bemerkung: Derbishererzeugtesraphwird mit B, bezeichnetDie Kno-
tenmengeron B, wird durch

VB__Xd[ Y

n

disjunkt zerlegt. Dabeiist Y in B, eineunablingigeMenge,d.h. esgibt
keineKantenzwischerKnotenin Y.
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P ~

Lemr@ 4.27
FallsB,, einenMinor K  hat,dannauchB,,.

Beweis:

B, entstehtwsB,, durchLdschungron KantenundKnotenunddurchKontrak-

tion von Knoten.

Folgended.emmafolgt direkt ausderKonstruktionundLemma4.26:

Lemma4.28
Zwei Knotenx;; x; 2 Xq4 sindgenaudannschwachverbundenwenn

xi undx; in B, vertundensind,oder

einy 2 Y existiert,mit B, (xi;y) undB,(y;X;).

2

4.Schritt: Die Knotenx;; x; 2 X4 werdenmiteinandererbundenfallssietibereinen

KnotenausY schwachverbundensind.

5.Schritt: Alle KnotenausY werdengeloscht.Der so erzeugteGraphwird mit B,

bezeichnetDie KnotenmengeliesesGraphenst X 4.
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Folgended.emmafolgt direkt ausderKonstruktion:

Lemma4.29 -
Zwei Knotenx;; X; 2 Xy sindgenaudannschvwachverbundenwennsiein B,
miteinandewrerbundensind.

NachLemmad4.21existiertbeigeeigneteVahlvon Ny, flir Ny 2 N beliebig,in

B, ein TeilgraphK y, oderein TeilgraphK y,. DiesebeidenFalle werdennun
getrenntbetrachtet:

1.Rall:

2.Rall:

EsexistierteinK y, .

Nach Lemma4.29 sind dannmindestendN; KnotenausXy paarweise
nicht schwachverlunden(starkgetrennt) Dasbedeutetdal3dieseKnoten
paarweisalisjunkte(d + 1)-Umgelungenin B, AY habenMit N; = L
ist der Schrittgezeigt.

EsexistierteinKy;, .

Die Knotenin X } sind also paarweiseschwachverbunden.Es wird sich
aberzeigendaldurchLdschungvenigerKnotenausY einegrofReMenge
vonKnotenin X ; paarweisestarkgetrenntverdenkann.

SeiY! Y dieMengederKnotenausY, diein B, mit mindestenginem
KnotenausX i benachbarsind.SeiB; := B, # (X[ Y?).

Der Kern desBeweisesbestehin derKonstruktionvon absteigendefol-
genXj X? Xy Yt ooy? Y' und Mengen
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[ M,

MX = fmg:iomeg MY = My | [ ML mit denim folgendem
SchaubilddamgestellterEigenschafterfdabeiwerdenVerbindungenn B,
betrachtet).
X1 &
[ [
X2 & m;2 Xtnx2 M; V!
1) JederKnotenx 2 X 7 ist nichtmit m; verbunden.
2) JederKnotenx 2 X§ ist nur UberKnotenausM 4
[ [ direkt mit m, verbunden.
3) JederKnotenx 2 X 2 ist mit jedemKnoten
y 2 M, verbunden.
X} \4 m 12 X5tnX, My, Y
O)m; 1 Z2fmy;:i;m; »g
1) JederKnotenx 2 X ist nichtmit Knotenaus
fmy;:::;m; 1gvertunden.
2) JederKnotenx 2 X ist nur iberKnotenausM [
# L-mal direkt mit Knotenausmy;:::;m; 1 verbunden.

3) Jederknotenx 2 X, ist mit allenKnotenaus

y2 Mq| [ M; 1 vertunden.

DieseProzedutiefert folgendeMengen:
MY = My [ [ ML
Xt mitiXg*™tj k1

mit Eigenschaften

(E0) jM*j =L

(E1) Die MengeM * ist eineunablangigeMengein B ,.

(E2) Die KnotenausM * sind nur tiberKnotenausM ¥ schwachverkun-

den.
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(E3) Alle Knotenin X 5** sindmit allenKnotenausM ¥ vertunden.

Bemerkung 4.30
1) Die BedingungX 5*'j k1 liefert rekursi denMindestwertf tr
No.
2) Die Eigenschaftere0-E3emgebensich direkt ausden Eigenschaften,
die demobigenSchaubildentnommermwerdenk Bnnen.

Nun kann der Beweis abgeschlossewerden.Es mussendie folgenden
zwei Falle betrachtetverden:

1. jMYj k 1 DieKnotenausM Y sindnachE3mit allenKnotenaus
X ¢ vertundenDajM Yj;jX5*j k1, folgt die Existenzeines
Kk 1k 1inB,. Widerspruch.

2.jMYj k 1. Indemmandie k 1 KnotenausM" entfernt,
werdendie KnotenausM * paarweisestarkgetrennt.

Mit 4+ = lg+ k  1folgt die Behauptung. 2

Abschlie3endvird die Existenzder MengenausobigenSchaubildoewie-
sen.

Die MengenX ; und Y! wurdenobende niert. Die MengenX 2,Y 2,M;
undderKnotenm; ergebensich ausdemfolgendenKonstruktionsschritt.
Alle weiterenMengenergebensich durch L-fachesWiederholendieser
Konstruktion.

SeiMin} = fmy;:ii;myg X} einemaximaleMinormengein B,
derart,daf3eine KontraktionsfolgeK = (K;) existiert, mit folgendenEi-
genschaften:
JedeKontraktionK; kontrahierteinenKnotenm 2 Min% mit einem
Knoteny 2 Y1.
Jedesn 2 Miny kommtin hochstengl 1) Kontraktionenvor.
Sei Min{ Y1 die Menge der Knoten aus Y?!, welche in der
Kontraktionsfolge(K;) vorkommen. Wegen obigen Bedingungengilt
jiMinYj 11 1).
DaB,, verboteneMinor K hat,folgt sofortl < k.
Esgilt nundasfolgendeLemma:

Lemma4.31
Jedemx 2 XinMint kannein Tupel T(x) = (my;My) zugeordnet
werdenmit

a)my 2 Min}; M, Miny.

b) x undmy sindin B 1 nicht miteinandewertunden.

c) x ist genaulaberdie KnotenausM, direktmit m, vertunden.
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Beweis:

Fallseinx 2 X} nMin} existiert, demkein derartigesTupel zugeord-
netwerdenkann,danngilt fir allem 2 Min{ (daalle KnotenausX }
schwachmiteinandewverbundensind)

a) x undm sindin B; miteinandewnerbunden,oder
b) esexistierteinym 2 Y nMinY, welchesx undm miteinandener
bindet.

Damithatdie StrukturB; #(Minf [ fxg[ Miny [ muminx Ym) €inen
Minor K +; mit MinorknotenMin¥ [ fxg. Diesist ein Widerspruchzur
MaximalitatvonMiny . 2

JedemKnotenx 2 XinMin{ kannalsoein derartigesTupel T(x) =
(my; M) zugeordnetverden(dieseZuordnungmuf3nicht eindeutigsein).
Da esnur maximall 2'(" 9 verschiedensolcheTupel gibt, ndet man
fur jedesN, 2 N, bei entsprechendaiahlvon N, eineTeilmengeX 3
(XinMin%) mit

FUrxq; X, 2 X2 gilt T(x1) = T(X2) = (my; My).

X2 Na.

SeischlieRlichY?  Y?! die Mengeder KnotenausY?, die in B, mit
mindestenginemKnotenausX 2 verbundensind. Man siehtleicht, daf3

1. die sokonstruiertenX 2; Y2; M1; m; die notwendigerEigenschaften
ausobigenSchaubildhaben.
2. diesesVerfahrensichinduktiv fortsetzerlafit.

Damitist derBeweisvon Satz4.22abgeschlossen. 2

Bemerkung4.32

Da Graphenmit Baumweitek verbotenerMinor K ., haben(siehe[6]), folgt aus
Satz4.22insbesonderealadbuilt-in Relationermit beschBnkterBaumweiteunendlich
teilbarsind.

4.3.3 Lokale Eigenschaften

Knappbeschriebemst einebuilt-in RelationB unendlichteilbar, wennmanin einem

auseichendgroRenUniversum[n] in B, AY; L Knotenmit paarweisedisjunkter
d-Umgelung ndet. Die Strukturauf3erhallnlieserd-Umgehlungenistin Bezugaufdie

Eigenschafunendlid teilbar irrelevant. Aus dieserPerspekiie kanndie Eigenschaft
unendlid teilbar alslokale Struktureigenschafjesehenverden.

In denvorherigenAbschnittenwurde fur zahlreicheKlassenvon built-in Relationen
die Eigenschaftinendlid teilbar nachgaiesenln diesemAbschnittwird gezeigtdald
auchdie lokalen\ersionendieserKlassenunendlichteilbarsind.
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DazuzurachstfolgendeDe nition:

De nition 4.33
SeiP = P ; k 2 Ng eineKlassevon Grapheigenschaftelie built-in RelationB
hatlokal die EigenschafP, falls eineFunktionf : N! N existiert mit

8d8n 2 N;8x 2 [n]: Bn #Na(X) 2 Pt(a);

d.h.died-UmgehungeinesiedenPunktesn B,, hatdie EigenschafP; (q).
Die Funktionf nenntmandie Parameterfunktion vonB.

Beispiel4.34
a) P = f GraphhatBaumweitek ; k 2 Ng.

Die built-in Relationhatlokal beschiankte Baumweite falls einf : N! N
existiert mit

8d;8n 2 N;8x 2 [n]: B, #Ny(x) hatBaumweitef (d):

b) P = f Graphhatverboteneminor K ; k 2 Ng.

Die built-in Relation hat lokal verbotenen vollstandigen Minor , falls ein
f :N! N existiertmit

8d;8n 2 N;8x 2 [n]: B, #Ngy(x) hatverbotenemMinor K+ (g):

Die folgendeDe nition beschreibtie Eigenschaftinendlid teilbar fur beliebigeGra-
phenklasserSie dientan dieserStelle nur dazutechnischerSchwierigleitenim Be-
weisdesfolgendenSatzausdemWeg zu gehen.

De nition 4.35

Eine Graphenklass& = f G, : k 2 | g heitGtunendlich teilbar, falls fEr alled 2 N
einly 2 N existiert, sodadfiralleL 2 N einn.. 2 N existiert derart,daif&r alle
GrapherG ausG mitjVgj ng. eineMengeAd Vg mitjAdj |4 undeineMenge
X =fxq;:::x g Vg existierenmit

NdG Aﬁ(Xi)\ NdG Aﬁ(xj) = fiErallei 6 J:

Bemerkung 4.36
a) Einebuilt-in RelationB= (B,)n>n kannals Graphenklassmit Grapherf B, :
n 2 Ng interpretiertwerden.Falls dieseGraphenklassanendlichteilbarist, so
auchdie built-in RelationB.

b) JederGrapheigenschaR kanndie Graphenklass€, der Graphermit Eigen-
schaftP zugeordnewerden.Eine Grapheigenschal heiltteilbark eitserzeu-
gend fallsG unendlichteilbarist.
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c) Der Beweis des Satzes4.22 zeigt, dad die Grapheigenschaf, = verbotener
Minor K firallek 2 N teilbarkeitserzeugenist.

Insbesondersinddie Grapheigenschaftddy, = bestirankteBaumweitek teil-
barkeitserzeugen¢sieheBemerkung4.32).

Der folgendeSatzzeigt, daf3lokale Versionenvon teilbarkeitserzeugende@raphei-
genschaftenm Fallevonbuilt-in Relationenegbenélisteilbarkeitserzeugensind.Der
Satzkannnatirlich auchfur allgemeineGraphklasseformuliertwerden.

Satz4.37

SeiP = fP ¢ : k 2 Ng eineKlassevon teilbarkeitserzeugende@rapheigenschaften.
Einebuilt-in RelationB, die lokal die EigenschafP mit Parameterfunktiom hat,ist
unendlichteilbar

Beweis:

Seiim FolgenderZK (x) die ZusammenhangsknponenteinerGraphstrukturdie x
enthalt.

Falls B endlos(beliebiglange Wege) odertrennbar(beliebigviele Zusammenhangs-
komponentenist, dannnachSatz4.3 auchunendlichteilbar.

SeialsoB wederendlosnochtrennbarDannexistierend;N 2 N mit
(i) 8n 2 N;8x 2 [n] gilt Ng(x) = ZK(X).
(i) 8n 2 N enthalt B, wenigeralsN Zusammenhangsknponenten.

Nach (i) und den VoraussetzungehabenZusammenhangsknponentervon B,, (n
beliebig)EigenschafPs ). Nach(ii) kannmanbeliebig groReZusammenhangskn-
ponentennden. DaPs g teilbarkeitserzeugenist, kannmanaufeinergrolenZusam-
menhangsémponentgdiesehatEigenschafP; ) die notwendigerBedingungeriur
unendlichteilbarebuilt-in Relationererfullen. 2

Korollar 4.38
a) Graphzusammenharigt nicht ausdesckbarin monadicNP + built-in Relation
mit lokal beschBnkterBaumweite.

b) Graphzusammenharist nicht ausditckbarin monadicNP + built-in Relation
mit lokal verbotenenvollst@&ndigenMinor.

Bemerkung 4.39

Die Klassederbuilt-in Relationermit lokal beschBnkterBaumweiteschliedtwieder
umviele weitereKlassenvon built-in Relationenein, welchemonadicNP nicht aus-
reichendverstarken um Graphzusammenharauszudkicken. Darunterf&llt z.B. die
KlassederplanarenGrapherunddie Klasseder Graphermit K 3.,; n 2 N; alsverbo-
tenenMinor (siehez.B. [14] ).
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4.4 Unendlich teilbare built-in Relationen bezkglich
Padding

Auchunendlichteilbarebuilt-in Relationersindschwachim Sinnevon De nition 3.1.
Diesist die AussagalesfolgendenSatzesdesserBeweiskurz daigestelltwird.

Satz4.40
GraphzusammenharzgmonadicNP + unendlichteilbarebuilt-in Relation+ polyno-
miellesPadding.

Beweis:

Im Beweisvon Satz4.2 berdtigt manzur Konstruktionvon Go und G; nur einevonc
undr abhangigefesteAnzahin(c;r) von Knotenmit paarweisealisjunkter(dabeiwird
eine kleine Ausnahmemeng@ ignoriert) 2'-B-Umgelung. Eine unendlichteilbare
built-in Relationermdglicht es aber beliebig viele Knoten mit paarweisalisjunkter
2'-B-Umgelungzu nden. Man ndet alsoeinn 2 N derart,daf3in B, mindestens
n(c;r)* + n(c;r);k 2 N Knotenmit paarweisedisjunkter2'-Umgehung existieren.
Die n(c;r) Knoten,deren2'-Umgelungenam kleinstensind (gemessemn der An-
zahlderKnotenin derUmgehlung), werdenfir die Konstruktionvon G, und G, ver
wendet.Alle anderenKnoten bleibenbeziglich der KantenrelationE isoliert, sind
also PaddingknotenZum einensind dies mindestem(c;r)* Knoten mitsamtihren
2'-Umgelungen alsok-polynomiellviele in derAnzahlderzur Konstruktionverwen-
detenKnoten.Zum andernsiehtmanleicht, daR Duplikator das(c;r)-monNP Spiel
auf diesenum PaddingknotererweitertenStrukturengewinnen kann. Dazu spielt er
auf Gg und G; beZiglich seinerStratgjie aus Satz4.2 und auf den Paddingknoten
konstant. 2

4.5 Zusammenfassungind Bemerkungenzu Kapitel 3
und 4

GegenstandlieserArbeitist die Ausdruckssirke vonmonadischeErweiterungewon
monadicNP. Im erstenTeil wurden Erweiterungerum gewisse built-in Relationen
betrachtetSpeziellging esdarum fur bestimmteKlassenvon built-in RelationerB zu
zeigendald

GraphzusammenhargmonadicNP + B: ()

Die Vielfalt anunterschiedliche&rgebnissemndKonzeptenn diesenBereichkonn-
te durchdie Einfuhrungzweier (nicht disjunkter)Klassernvon built-in Relationerzu-
sammengeii3twerden Dabeihandeltessichum:

a) verpackbaréuilt-in RelationenKapitel 3) und
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b) unendlichteilbarebuilt-in RelationenKapitel 4).

Alle built-in Relationenyon denenbishergezeigtwerdenkonnte,dal3( ) gilt, sind
entwederverpackbaroderunendlichteilbar Umgelehrtgilt ( ) fur alle built-in Re-
lationen, die verpackbaroder unendlichteilbar sind. AuRerdemwurde gezeigt,dafd
verpackbareind unendlichteilbarebuilt-in Relationerschwachim Sinnevon De ni-
tion 3.1sind.Insbesondersinddamitalle Relationenfir die ( ) bishemachgeiesen
werdenkonnte,schwach.

Beispielefuir verpackbarduilt-in Relationersind:

Aquivalenzrelationen

Ordnungsrelationen

Relationemmit beschankterBaumweite
Beispielefur unendlichteilbarebuilt-in Relationersind:

Relationermit Maximalgradn®®

x-built-in Relationen

Relationemit verbotenenMinor K

Relationemmit lokal beschénkterBaumweite

Relationemmit lokal verbotenenvollstandigenMinor

Multiplikationsrelation

Teilbarkeitsrelation

Bei dengriin markiertenbuilt-in Relationenhandeltes sich um neueErgebnissdim
Zusammenhangit ( ) ). Fur die blaumarkiertebuilt-in Relationenist ( ) keinneues
Ergebnis.Allerdings handeltessich um neueBeweismethodenwodurchdie bisheri-
genBeweisesowohl verkiirzt, alsauchvereinfaichtwerdenkonnten.
DerNachweisvon( ) fur starke built-in Relationersdcheint sehrschwerzu sein.Auch
waredas,wie in derEinleitungvon Kapitel 3 beschrieberginmoglicherersterSchritt
zum Beweisvon NP 6 co-NP Es machtdaherSinn, die von Fagin, Stockmeer und
Vardiin [13] aufgestellte/ermutungdald

Graphzusammenhar@monadicNP + beliebigebuilt-in Relationen
zurachstin derabgeschwichtenForm

Graphzusammenhar®monadicNP + schwachebuilt-in Relationen ()
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zuuntersucherDie Tatsachedal3fur eineVielzahlvon schwachenouilt-in Relationen
( ) gezeigtwerdenkonnte,sprichtfur dieseVermutungUm ( ) zu beweisen,wird

es vermutlich notwendigsein, eine brauchbare Klassi kation fur schwachebuilt-in

Relationerzu nden. Dadie Konzeptevonverpackbarenndunendlichteilbarenbuilt-

in Relationenalle Relationenfur die ( ) gezeigtwerdenkonnte,subsumierenstellt
sichdie Frage,ob mit diesenKonzeptereinesolcheKlassi kation moglich ist. Dazu
zurachsteineDe nition:

De nition 4.41
Eine built-in RelationB ist halbverpackbar/hallbeilbar wenneinl 2 N existiert, so
dadftralled;L 2 N einn(d;L) 2 N existiertderart,dadffr allen > n(d;L) einA

mitjAdj | existiertundeinePartitionvonB, = BY [ BY derartexistiert,dadman

paarweisalisjunkterd-Umgehungin B (Teilbarkeitsanteil)

alle KnotenausN dBH AR (x;) verhaltersichbezgglich allenKnotenausg’ iden-
tisch(Verpackbargitsanteil).

Mit denMethodenausden beidenvoranggangenerKapiteln (spezielldie ausdem
Beweis von Satz4.2) kann man zeigen,dafd halb verpackbare/hallteilbare built-in
Relationerschwachsindund( ) erfullen.

Auch sieht man leicht, dal3 jede unendlichteilbare built-in Relation halb verpack-
bar/halbteilbarist.

Ein moglicher Ansatzfir eine Klassi kation von schwachenbuilt-in Relationenist
InhaltderfolgendenFrage:

Ist jedeschwachebuilt-in Relationentweder

verpackbaoder
unendlichteilbaroder

halbverpackbar/halteilbar?

Eine positive Antwort auf dieseFragewirde( ) beweisen.






Kapitel 5

ClosedMonadic NP

Als Faginin seinerArbeit [11] die KlassemonadicNP eingefihrt hat, muf3teer sich
derErkenntnisbeugendal3Nichtausdiickbarleitsbaveiseoberhalbvon monadischer
Quanti zierungnicht mahbar schienen Schondie Moglichkeit der Verwendungron
binarenSO-Quantoreernbglicht esdemSpoilerim EF-SpielbeliebigeKnotenmit-
einanderzu verbindenund machtso die Verwendungaller bisherbekannterSpiel-
stratgienunmdglich. DiesesceinbarextremeZunahmean Schwierigleit im binaren
NP-Spiel,kannmit der TatsachegdalRdie logischeSprachebinaresNP sehrviel aus-
druckssarker alsmonadicNP ist, plausibelgemachiwerden.Z.B. kannGraphzusam-
menhangn binarenNP ausgedickt werden.Esreichtdabeisogamur binareQuanti-
zierungen UberOrdnungereuzulasserfsiehe[7]). Weiterhingibt esdie Vermutung,
dalRalle GrapheigenschafteausNP in binaremNP ausdiickbarsind.

Eingeschanktauf monadicNP ist essehrwohl moglich Nichtausdickbarleitsbeavei-
se(spezielldurchEF-Spiele)zu fuhren.Im weiterenVerlauf wurde monNPum ver-
schiedenduilt-in Relationenerweitert(sieheKapitel 3 und 4) und eine Weile lang
war manbeniiht, die Klassederbuilt-in Relationenmit derenHilfe Graphzusammen-
hangin monNPnicht ausdiickbarist, stetigzu erweitern.Fur viele schwachebuilt-in
Relationenist diesgelungenDie Mauer zu denstarken built-in Relationerhingegen
scheintsehrhochzusein.

Dadie Betrachtungweitererspeziellerschwacherbuilt-in Relationenvermutlich kei-
nenDurchbruchdieseMauerermbglichenwird, allgemeineErgebnisséir die Menge
der schwachenbuilt-in Relationennicht greifbar scheinenjst die Untersuchung/on
monNP+ built-in Relationenins Stoclen geraten.Stattdesseiat manangefingen,
andersartigenonadisché&rweiterungervon monNPzu untersuchen.

In derArbeit [3] von Ajtai, Faginund Stockmeger betrachterundde nierendie Auto-
renzwei monadisch&rweiterungervon monNP Eshandeltsichdabeizumeinenum
denAbschlullvon monNPbzgl. FO-Quanti zierung(PFO(monNP)undzumanderen
um den Abschlufzvon monNP bzgl. FO-Quanti zierungund existentiellermonadi-
scherSO-Quanti zierung(closedmonadicNP, kurz: cmonNP).

76
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Die AutorenkonntenfolgendeHierachiezeigen:

1) 2) 3)
monNP ( PFO(monNP) ( cmonNP ( NP:

Dabeieribt sich 1) ausder TatsachedaRGraphzusammenhamgy PFO(monNP aus-
druckbarist und 3) ausBetrachtungenon Turanin [27] (z.B. ist die EigenschafExi-
stenzeinesHamiltonkeisesnichtin cmonNRsehrwohl aberin NP).Um 2) zu zeigen,
habendie Autorenvon einersehrkinstlich konstruiertenGrapheigenschaf, nach-
gewiesendalidiesenichtin PFO(monNP ausdiickbarist, sehrwohl aberin cmonNP
DervorgestellteSpielbaveisist lang undredt schwer.

In [18] konnteMarcinkowski zeigen,dal3die Grapheigenschatrreichbarkeit in ge-
richtetenGraphennichtin PFO(monNPausdiickbarist. Zum einenist dieserBeweis
viel kiirzerundanschaulichezumandererdie Eigenschafsehrnatirlich.

In diesemKapitelwird zurchstein kurzerUberblickderMethodevon Marcinkowski
gegebenAnschlieRendvird die Methodevon Faginetal. austihrlichdagestelltdabei
verallgemeinertindvereinfcht.

Es wird gezeigt,dafl3 obwohl beide Beweise auf den erstenBlick sehrverschieden
wirken,siedochaufderselberGrundideeaufbauenDieseberuhtdarauf,die vorange-
stelltenFO-RunderdurchAntwortenin isomorphenteilstruktuenzu tiberstehen.

Zwei interessant&ragenin Bezugauf closedmonadicNP sind bisherunbeantwrtet
gebliebenZum einenkannmaninnerhalbvoncmonNPeineHierachiede nieren(sie-
he Kapitel 2) und die FragenachderenStriktheit stellen.Zum anderenst esunklar,
ob esmonadischécigenschaftemibt, die nichtin cmonNPliegen.D.h. die Frage,ob
cmonNP8 MSOist. FallsNP 6 co-NPgilt, kanndie Eigenschafhicht-3-Farbbarkeit
nicht in NP und insbesonderaicht in closedmonadicNP ausgedickt werden.Da
dieseEigenschafoffensichtlichin MSO ausdiickbarist, ndet die zweiteFrageunter
derAnnahmeNP 6 co-NPeinepositive Antwort.

Ebensowie im Zusammenhangnit starken built-in Relationenscheintes, als wenn
Spielbaveisezur BeantwortungdieserbeidenFragensehrschwersind. Einemogliche
Begrindungdafur wird in denabschliel3endeBetrachtungezu Kapitel 5 und 6, am
Endevon Kapitel 6, gegeben.

5.1 Der Beweisvon Mar cinkowskKi

In diesemAbschnittwird dasBeweiswerfahrenvon Marcinkowski knapperlautert.Es
wird dabeinur die Konstruktionder Spielstrukturerbetrachtetind auf eineBeschrei-
bungdesSpielsverzichtet.In Kapitel 6 wird gezeigtdalR3die Grapheigenschafticht-
k-Farbbarkeit,k 3, nichtausdiickbaristin PFO(monNP)Dadie dortverwendeten
Konstruktionender Spielstrukturerund der Spielverlauf auf der Methodevon Mar-
cinkowski aufbauenjst eine genaueBetrachtungan dieserStelle nicht notig. Eine
ausfihrlicheBetrachtungndet manin [18].
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Ajtai und Fagin habenin [2] gezeigt,dal3die Eigenschaftey := Erreichbarkeit in
gerichtetenGraphennichtin monNPausgedickt werdenkann.

Satz5.1(Ajtai, Fagin 90)
Die EigenschafE, := Erreichbarkeit in gerichtetenGraphenist nicht ausditckbarin
monNP

Das bedeutetfiir jedesParametertupe{c;r) 2 N? gibt es GraphenG, 2 E; und
G; 2 Ey derart,da3Duplikatordas(c;r)-monNPSpielauf Go; G; gewinnenkann.
Ajtai und Fagin konntendabeinur die ExistenzsolcherGraphenGg; G; nachweisen,
dieseabernichtkonstruierer(diesist in derFolgezeitauchnichtgelungen)Die dabei
verwendeterMethoden,spezielldie Verwendungvon Zufallsgraphensind fur sich
allein sehrinteressantindwarenim Zusammenhangit Spielbaveisenbzgl. monNP
einvollig neuerAnsatz.

Marcinkowski verwendetlie Grapherg; G; alsBausteindir seineSpielgraphemm
PFO(monNPPBpiel.

Satz5.2 (Mar cinkowski 99)
Die EigenschafEy ist nicht ausdiackbarin PFO(monNP).

Beweisanfang:

Seienrq;c;r, 2 N festgewahlt. Gesuchtsind StrukturenSy 2 E;; S; 2 E,, sodal
Duplikatordas(ry; c;r,)-PFO(monNPBpielauf Sy; S; gewinnt.

SeienGy 2 Ey; Gy 2 Ey so gewahlt, dal3 Duplikator das(c;r,)-monNP Spiel auf
Go; G;1 gewinnt. Sy; S; werdenauseinerMengevon Kopienvon Gg; G; konstruiert,
die gesaickt miteinandewverbundenwerden.DazuwerdennotwendigeVerbindungs-
operatoreriur Graphstrukturemit zwei ausgezeichnetédnotens;t de niert.

De nition 5.3
SeienF; E Graphstrukturemit ausgezeichnetafnotens;t (s = sourcet = tamget).
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a) Der GraphF + E entstehtauseinerKopievonF undeinerKopievonE. Die
Quelle und Senle von F; E werdenzu einergemeinsameuelle und Senle
verschmolzenFolgendeSkizzeverdeutlichtdie StrukturvonF + E:

AN

©

F+E >

©)

e

b) Der GraphF E entstehtauseinerKopie von F und einerKopie von E. Die
Senlketg vonF unddie Quellesg von E werdenmiteinanderzum Knoten*
verschmolzenDie Quelles vonF E istdie Quellese vonF . Die Senket von
F E istdie Senlete vonE. FolgendeSkizzeverdeutlichtdie Strukturvon
F E:
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®

Eswerdennuninduktiv StrukturenS)) 2 Ey; S| 2 Ey de niert, sodalRDuplikatordas
(98)'(c;r,)-monNPSpielauf Sj; S| gewinnt.
I=0: S%:= Go; SP:=G;
[ I+ 1
Syt =
(Sp Sp+ Sy S (Sy Sp+ Sy S+ (S S1+S; S (Sh Si+ Sy )
Sit o=
(So Sp+ Sy S) (Sp Si+Sh Sp) + (S Si+Sy Sp) (Sy Sp+ St Sy)
Man siehtleicht, daRS{, 2 E; undS] 2 E;.

Duplikators Gewinnstratgie emibt sich induktiv. Der Induktionsschrittergibt sich
hauptéchlichausder TatsachegdalRdie MengederKlammeausdiiicke (z.B. (S}, S|+

S! S))in S} undS! identischist. Genaueredazu ndet manin [18] undim folgenden
Kapitel.

5.2 Der Beweisvon Ajtai-F agin-Stockmeyer

In diesemAbschnittwird die Konstruktionund Spielideevon Fagin et al. skizziert.
Dabeiwerdenabweichenau [3] folgendeVeranderungeurchgeiihrt:
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Die betrachtetdcigenschaftvird leicht verandertund damitleichterbeschreib-
bar

Das Spiel wird auf den PFO-Abschluf®inesbeliebigenmonadischerPra x es
erweitert.

Die Beweiseder berdtigtenLemmatawerdendurch Verwendungder Tatsache
PARITY st nicht schwad ausditickbar in FO und desSatzesson Biichi stark
vereinfcht.

ZunachsteinigeDe nitionen:

De nition 5.4
a) Ein GraphG = (V;E;c) heidtein Rad, falls G auseinemKreis und einem
ausgezeichneteknoten c besteht,der mit allen Kreispunktenverbundenist.

Im FolgendenseiimmerV = c[ fvy;:::;Vv,0, wobeidie Nummerierungder
Knotenv; derenReihenfolge(gegendenUhrzeigersinnjauf demKreis wider-
spigyelt.

ein KnotenvonG. DerRadknoten vonv (kurz:R(v)) wird durch
R\V)=vi () (V2Hi_v=yv)

de®niert.
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De nition 5.5
SeiP einebeliebigeGrapheigenschaftdittels P wird eineneueGrapheigenschaf
de®niert:

G2 Py () G = (V;E;c) undesexistierteinRadR = (c[ fvi;:::;Vvh0;ERr;C)

Esqilt nunfolgenderSatz:

Satz5.6
a) SeiW einbeliebigesnonadischePria®x undP eineGrapheigenschafit P 2
L(W), aberP 2 PFO(W).Danngilt: P4 2 PFO(W).

b) FallsP;P 2 cmonNPdannP, 2 cmonNP

Bemerkung5.7
1) Die BedingungP Z L(W) scheintsehrstreng.Marcinkowski hatin [16] eine
EigenschafboolP ) de®niertundfolgended_emmabewiesen:

Lemma5.8
SeiP 2 L(W), aberP;P 2 L(V). Dannist boolP) Z L(W), aberboolP) 2
L(99V).

Die EigenschafboolP ) _erﬂElIt alsodie Voraussetzungevon Satz5.6 a), falls
P 2L(W), abeP 2 L(W)\ PFO(W).

2) Marcinkowski konntein [16] folgendenSatzzeigen:
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Satz5.9

SeiP eine Grapheigenschafitr die gilt P 2 L(W), aberP 2 PFO(W),dann
existiert eine GrapheigenschafeachP ) fir die gilt reachP) 2 PFO(W),aber
reachP) 2 9 PFO(W).

Insbesondertlgt darausdadfalls die Hierachieinnerhalbvon closedmonadic
NP nichtstrikt ist, diesezumindeshichtaufeinerZwischenstufeusammertalit.

Aus Satz5.6 erhialt manfolgenddeicht schwiachereAussage:

Korollar 5.10
SeiP eineGrapheigenschaftar diegilt P 2 L(W), aberP 2 PFO(W),dann
gilt:

a) Py 2 PFO(W).
b) P;P 2 cmonNP=) P42 cmonNP
c) P 2 cmonNP=) cmonNP( MSO.

Bemerkung5.11

Auf dereinenSeitegewinnt Duplikator dasPFO(monNP)-Spielr Py ebenso
wie bei Marcinkowski, indemer die vorangestelltef-O-Runderdurch Spielen
in isomorpherBausteinenaberwindetAuf derandererSeiteist die Eigenschaft
Py von Faginet al. derartgenBhlt, dadesnotwendigist, sovohl P als auchP
in cmonNPbeschreibeizu kisnnen,um Py in cmonNPausditicken zu kisnnen.
Dies ist der wesentlicheNachteil von der Konstruktionvon Fagin et al. und
gleichzeitigder Grundf far die schwiachereAussagelesobigenKorollars.

Der Beweis von Satz5.6 verlauft in mehrerenSchritten.Zunachstberitigt manein
speziellesSpielauf schwarz/weildRadernundzwei LemmataEin schwarz/weiRRad
ist ein Rad,in demjederKreisknotenentwederschwarz oderweild gefarbtist.

De nition 5.12((r;t; M )-schwarz/weil3Spiel)

Das(r;t; M)-schwarz/weiR Spiel auf schvarz/weilREdernA; B verl&uftin r Run-
den.In jederRunda wiahit SpoilereinenPunkta(b) ausA(B). Duplikatorantwortet
mit einemPunktder andererStruktur Duplikator gevinnt dasSpiel unterfolgenden

Bedingungen:
1. Flarallei hata dieselberarbe(kurz:F (a)) wiel.
2.a=g () bh=h.
3. Die Folgenay; iy undby;:::; b sind bzgl. demUhrzeigersinrauf denje-
weiligenKreisrladerngleichgeordnet.
4. Sei 2 S(r) ordnungsde®nierentliar g :::;a,, d.h.a o) S a ()

bzgl. der UhrzeigersinnordnungSei13(I°) der Abstandvon a (b ) nach
a (i+1) (b ¢+1)) (im Uhrzeigersinn)danngilt:
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a) 12 = IP oder
b) 13;1°> t undld  IP.

1771 |
EswerdemunzweiwichtigeLemmatabewiesenlm GegensatzurOriginalarbeitsind
die Beweisehier nichtkonstrukty unddadurchdeutlichkiirzerundeinfacher Deswei-
terenist die AussagaleszweitenLemmasaufbeliebigemonadischéra x e erweitert,
einentscheidendeschrittzumBeweisvon Satz5.6.DenBeweisdeszweitenLemmas
verdanle ich FrauDr. Nicole Schweikardt.

Lemma5.13

Seierr;t; M 2 N. Dannexistierenbeliebiggrodeschvarz/weiGREderA; B mitjAj =
jBj, sodalieinegeradgungeradeAnzahlvon Knotenvon A (B) weid geftarbtist und
DuplikatoreineGewinnstratgieim (r;t; M )-schwarz/weidSpielaufA; B hat.

Beweis:
SeiQ eineeinstelligeRelation.In [1] hatAjtai gezeigt,dalidie Eigenschaft

P =Qj istgerade

nichtschwachin FOist, d.h.die EigenschafP ist nicht ausdiickbarin FO+beliebige
built-in RelationenSeiS = (Q;B1;B,;B3) eine Signatur Die built-in Relationen
B1; B,; B3 sindwie folgt de niert:

B ist zweistelligundde niert die KantenrelatioreinesRadesaufn Punkten.

B) ist zweistelligund de niert die Uhrzeigersinnordnunzgl. B7. Der Rad-
mittelpunktseidabeizusatzlichdermaximalePunktbzgl. dieserOrdnung.

B2 istunarundde niert durch

vVi2B3 () Miji

Da P nicht schwach in FO ist, existierenfur alle = 2 N S-StrukturenA; B mit
JAj = jB},jQa] geradeundjQgj ungeradesodal3Duplikator dasr~RundenFO-Spiel
aufA; B gewinnt. Falls - > r grol3genuggewahlt ist, gewinnt Duplikator auchdas
(r;t; M)-Spiel auf A; B, wobei Qa; Qg jeweils die Menge der weil3enPunktesei.
Die dritte Gewinnbedingungvird dabeidurchB , garantiertDie vierte durchB s und
ausreichendiele (ablangigvont und M) FO-Rundenm Anschluf3an die erstenr

Runden. 2

Lemma5.14

SeiW einbeliebigesnonadischePria®x. Seiw 2 W beliebig.Esexistierert; M 2 N,
sodadfkr alle KettenA; B mitjAj;jBj > t undjAj v jBj Duplikatordasw-Spiel
gewinnt. OBdA werdendabeidie Endpunkteonstanigespielt.
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Beweis:

Es existierennur endlich viele nicht aquvalente’ 2 L(w). Sei die Mengealler
paarweisanichtaquivalenten 2 L(w). Der Grundraunseidabeidie Mengeder An-
fangssiicke von N, versehemnit dernaiirlichenOrdnung,d.h.

Mod(') f(fl1;:::;ng;<);n 2 Ng:

NachdemSatzvon Bichiist Mod(' ) eineregulareSpracheaibereinemAlphabetmit
einemBuchstaberf ag. Mit Hilfe desPumpingLemmaserhalt manleicht folgende
Aussage(Erlauterungerzum Satz von Biichi, dem Pumping-Lemmaund regularen
Sprachenndet manz.B.in [26]):

9t ;M. 8n t : a2Mod()() a*M 2Mod(') 8 L
Seinunt := max , t undM := kgVfM. g danngilt
8h>t: a ,a"M 8 2N:

EineleichteReduktionliefert die AussagedesLemmas. 2

NachdiesenVorbereitungerfiolgt nunderBeweisvon Satz5.6 a):
Beweis:
ZunachsteineDe nition.

De nition 5.15
Sei G ein beliebigerGraph.Der GraphG* entstehindemmanG um einenKnoten
erweitertunddiesermmit allen KnotenausG verbindet.

a) SeiW ein beliebigesmonadische®ra x und P eine Grapheigenschafnit P 2
L(W), aberP 2 PFOW). Seiw 2 W beliebig.SeienE 2 P undF 2 P Graphen
mite , F.
Furc 2 N seic(E™;F*) = ¢(E*') + ¢(F*!). Dabeiist ¢(G) die Anzahl der
Farbungenvon G mit ¢ Farben.Eswird nun ein weiteresmonadische®ra x w tiber
seinePra xdarstellung(sieheDe nition 2.26)de niert. Die Pra xdarstellungvon w
erhalt manausder Pra xdarstellungvon w, indemmandie Farbungszahlert; durch
G(E*'; F*) ersetzt.
Seinunu 2 (9j8) w beliebig.r seidie AnzahldervordersterFO-Quantorern u. Um
zu zeigendal3Py 2 PFO(W)liegt, mumanStrukturenSy 2 Py; S; 2 Py nden mit
So o Si.t;M 2 N seiensogewahlt, dal3sie beiglich w der Aussagevon Lemma
5.14geriigen.Lemmab.13liefert beziglichr; t; M zweischwarz/weiRRaderRy; Ry,
so dalRR, geradeund R; ungeradeviele weif3e Punkteenthralt und Duplikator das

E : v,weil}

So= Ro(Cy;:::5;Cr) mit G = F : v schwarz
. i
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E : w weil}
F : w schwarz

Spielstrategieim u-Spiel:

r FO-Runden

w-Spiel:

:Diesevorangestellter-O-RundeniberstehDuplikator, indemer seineStratayie

im (r;t; M)-Spielauf Rg und R, ausnutztWahlt Spoilerz.B. einenKnotenv
(6 ¢y) ausSy, welcheroBdA kein Radknotenist, danntbersetztDuplikator
v zurachstin einenRadknotermittels R(v). Die Stratgie im (r;t; M)-Spiel
liefert einenRadknoternw ausS;, an dem derselbeBausteinhangtwie anv.
Duplikatorantwortetnunindemerin diesemBausteinsomorphspielt.

Bemerkung5.16

Dieser Spielabschnitt beinhaltet die oben angesprocheneBasisidee des
PFOW )-Spieles:Die zudatzlichenFO-RundeniiberstehDuplikator durchiso-
morphesSpielenaufisomorpherieilstrukturen.

Seienay;:::;a undby;:::; dieim erstenSpielabschnitgenvahltenKnoten.
OBdA sei

R(a) 6 R(a) fura 6 g

a; 6 ¢8i und

R(a;) R(a/), wobei einefesteUhrzeigersinnordnunguf Rq

ist.
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Seil? die DistanzzwischenR(a;) und R(a;+1) im Uhrzeigersinn(analogeDe-
nition von I1). Aufgrund der Gewinnbedingungerim (r;t; M )-schwarz/weild
Spiel gilt 1° I 8i. Der TeilgraphL? von Sy bestehtaus dem Intervall

[R(a); R(a+1)] inklusive der an den RadknotenhangenderBausteineE ; F

(analogeDe niton furL}).

Duplikator spielt das w-Spiel nun jeweils sepaat auf den Teilgraphen
Lo% LY i = 1;:::;r. SeineStratgie dafur (L?  L}) ist eine Kombination
ausseinerStratgie im w-Spielauf E; F undseinerStratgie im w-Spiel auf
KettenA; B mitjA] v JBj.

w F ® - ®

+

GRCGRCEGEGRG
|_i1; ..... W ..........
® ©®& E ® ® E
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w-SpielaufL?; Ll Seienvi(= &);Vo;:::; V(= ai+1) bzw wi(= h);wa:::;Wn(= bsy) die

ter A; B Kettender Langen bzw. m mit Knotenmengerfvy;:::;v,g bzw.
fWy; i, Wng
De nition 5.17
a) SeiG ein Graph.Einec Farbung vonG ist eineKnotenfartung von G
mit ¢ Farben.

Bemerkung: Im folgendenKapitel wird derBegriff c-FEartungvonG ver-
wendet.Dabeibedeutetiortc-FErbung eineKnotenfiarbungenvon G mit ¢
FarbenunddenzudatzlichenBedingung:

JederKnotenausG wird mit genaueinerderc Farbengeftrbt.
Benachbarté&notensindunterschiedlichyefarbt.

Die hier betrachtetes  FErbungenunterliegenkeinenEinschiankungen.
b) c(G) bezeichnetlie Mengeallerc FErbungenvonG.

c) Eine(c;M)-Farbkodierung ist eineinjektive AbbildungK : M ! c(E),
dabeiist M einebeliebigeMenge,c 2 N undE derGraph,derauseinem
einzelnerKnotenbesteht.

OBdA beginnew mit ¢ monadischexistentiellenSO-QuantorenSpoiler farbt
alsoS, (unddamitL?) mit ¢ Farben.SeiC, die von Spoilergenvahlte Farkung.
Duplikator UbersetztdieseFarkung zurachstin eine Farbungvon A mit k :=

c(E*Y; F*1) Farben.

k ist so gewahlt, daReine(k; c(E**) [ c(F*'))-FarbkodierungK : c(E*!) [

c(F*) I k(E) existiert. Insbesondergilt K (c,(E**)) \ K (c(F*)) = ;.
SeiH?(H}) derTeilgraphvon LY(L}), derausdemKnotenv; unddemany;
angelkangtenBausteinbestehtDuplikatorfarbtnunv; 2 A mit K (Co(H?)). Da
Duplikatordas w-SpielaufA; B gewinnt, ndet erfir diesespezielleFarlung
Ca VONA eineAntwortfarbungCg fur B. Dieseliefertihm eineAntwortfarbung
C, fur LL. Die TeilgrapherH ! werdendabeiwie folgt gefarbt(oBdA seiH ! =
E+l):

1.Fall: K Y(Cs(W)) 2 o(E*)) Cy(HY = K Y(Cs(W)).
D.h. falls die Farbevon w; eine Farlung eines*! Graphenkodiert, so
farbtDuplikatorH ! mit dieserFarbe.

2.Fall: K 1(Cg(W:)) 2 ¢(F*'). Die Faroungvonw; kodierteinec Fartungvon
F*1. Hlistaber(oBdA)einE** KomponenteDuplikators W Gewinn-
stratgie auf E; F liefert nun eine Gewinnfarbung von E bzgl. der durch
w; kodiertenFarbungvonF . DiesenimmtDuplikatorzumFarbernvonH 1.
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DuplikatorsStratayie fur die ersteFarbungsphaseést nunvollstandigbeschrieberDie
folgendenFarkbungsrunderbestreitetDuplikator ganz analog.FolgendeSkizze ver-

deutlichtDuplikatorsFarbungsstratgie.

HY? Hjo
® ®
...... O_ 0 _OO_ ° _O L|O

\ Ca (Vi) = K(Co(HP) I Ca (vj) = K(Co(H)

...... O @ 0 A

\CB (Wi (2 c(F*))

O—®
HE Hi

/W SpielaufE, F
i J

® ®
L . O ()0 o )to--

Ci(Hh) = K (Cg (Wi))(2 c(E*))

Die FO-RunderverlaufennachdemselberiPrinzip. Wahlt etwa SpoilereinenKnoten
v ausL? undseiv, = R(v) derRadknotenvon v, dannwahlt DuplikatordenKnoten
v, in A und ndet einenAntwortknotenw, in B. Nun antworteter in L{ mit einem
KnotenausH ;. DabeimuB er folgendeFalle unterscheiderfoBdA seiH? ein E**
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Teilgraph):
1.Fall: H; isteinE** Teilgraph! DuplikatorspieltisomorphaufH .

2. Fall: HF} isteinF** Teilgraph! Duplikatorverwendeteine w Stratgie aufE;F,
um einenAntwortknotenaufH [} Zubestimmen.

Esist leicht zu sehendalR damit einew-Gewinnstratgie auf L°; L beschrieberist.
Diese addiert sich zu einer Gewinnstratgie auf Sp und S; (wichtig ist dabei,daf3
Duplikators Gewinnstratgie auf A; B endpunktrespektierenidt). Damit ist Teil a)
desSatzedewiesen. 2

Beweisvon Satz5.6b):

Zu zeigenist, daf3falls P und P in cmonNPausdiickbarsind, auchP4 in cmonNP
ausdiickbarist. Derfur denSpezialéll W = monNPvonFaginetal. in [3] prasentierte
Beweiskannhier direkt ilbernommenverden. 2






Kapitel 6

Farbbark eitsprobleme

Auf der Suchenacheinemmonadischefroblem,dasnichtin derzweitenStufevon
closedmonadid\P ausdiickbarist, kannmanzweiWegebeschreitenJ.Marcinlowski
hat gezeigt,dal? Erreichbarkit in gerichtetenGraphennicht in PFO(monNP)aus-
drickbarist. Esist abernicht schwerzu zeigen,dalRdiesesProblemin der zweiten
Stufevon cmonNPliegt. Dennochkannman natirlich versuchenaufbauendauf das
ProblemErreichbarkeit in gerichtetenGraphen ein neueskomplexeresProblemzu
beschreibemindausintuitiven Griindendie Vermutungau3erndal3diesesichtin der
zweitenStufevoncmonNPliegt. Ein solchesProblemwurdemir von J.Marcinlowski
geschildertundich bin nichtabgeneigmich seinerntuition anzuschlieRemurist es
bishernicht gelungendieseVermutungzu beweisen.

Eine zweite Moglichkeit ein geeignetesmonadisched’roblemzu nden, das mit
grof3er Sicherheit nicht in der zweiten Stufe von cmonNP (in Wahrheit sogarmit
grofRerSicherheit nichtin cmonNP)liegt, ist sich auf komplexitatstheoretisch¥er-
mutungenzu stiitzen.Die TatsachedaBNP 6 co-NPist zwar nicht bewiesen,aber
weitlau g akzeptiert Daherwird man kein NP-wllstandigesProblem nden, des-
senKomplementwiederumin NP liegt. Bekanntermal3eist k-Farbbarleit (kC) von
Graphenfur k > 2 NP-wllIstandig.Es st alsozu erwarten,dal3nichtk-Farbbarleit
(norkC) von Graphen(k > 2) nichtin NP liegt. Da schlie3lichcmonNP NP, ist
zu erwarten,dafl3nichtk-Farbbarleit nichtin cmonNPausdiickbarist. Andererseits
ist norkC fur alle k 2 N leichtin co-monNPzu beschreiberund dahermonadisch
beschreibbar

Ich habemich fur diesenWeg entschiedemind gezeigt,daf3nichtk-Farbbarleit (k >
2) nichtin PFO(monNP pusgedicktwerdenkann.Im Unterschiedzu denbisherigen
Ergebnisserbzgl. PFO(monNP)\on Fagin und Marcinkowski ([3] und[16]), die je-
weils Problemebetrachtehabendie sofortin der zweitenStufevon cmonNPliegen,
kann(wie obenbeschriebengrwartetwerden,da3norkC nichtin cmonNPausdiick-
barist. Vielleichtist esmit weiterenldeen,unterVerwendunglerbisherigenmoglich
diesauchzu zeigen.

Am EndedieseKapitelswird derfolgendeSatzbewviesensein.

92
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Satz6.1
Nichtk-FErbbarleit (k  3) ist nichtausdickbarin PFO(monNP).

Satz6.1 wird zunachstfir den Spezialéll k = 4 bewiesen.AnschlieRendwird die
Verallgemeinerundur k > 4 grob skizziertund der Fall k = 3 durch Reduktion
erledigt.

6.1 Beweisvon Satz6.1fkr k = 4

Eine der Hauptideen,die im Beweis von Satz 6.1 verwendetwird, bestehtdarin
zwei SpielstrukturenSy; S; zu konstruierendie jeweils aus vielen Kopien zweier
unterschiedlichefeilstrukturen(hier: Go; G;) bestehenDadurchhat Duplikator die
Moglichkeit, denerstenSpielabschnit{r FO-Runden)o zu bestreitengdal3er sichin
derjeweiligen Struktureinegeeignet&opievon G, oderG; suchtundin dieserden-
selbenKnotenauswahlt, wie ihn vorher Spoilerin der andererStrukturgewahlt hat.
Dieseldeeist schonin denBeweisenvon Marcinkowski undFaginetal. zu nden.

Die hier berbtigtenStrukturenGg; G; werdenfolgendeEigenschaftemaben:

1. Duplikatorgewinnt das(c;)-monNPSpielauf Go; G,. Dabeikann(c;r) 2 N2
beliebigfestgelgt werden.

2. Gy 2 non3C,G; 2 3C.
3. Gy 2 4CundGg enthalt ein Dreieck.

Der Beweis der ExistenzsolcherStrukturenwird im erstender folgendenvier Kon-
struktionschritteder Spielstrukturersy; S; gegeben:

1.Schritt: BeweisderExistenzvon G, und G; mit obigenEigenschaften.

2.Schritt: Go undG; werdenum jeweils vier Knotenundgeeignetd&antenerweitert.Die-

sevier Knotendienenals Schnittstellereum VerbindenzweierBausteine

3.Schritt: Eswerdendrei Verbindungsstrukture@Adapter)de niert, durchdie jeweils die

Schnittstellervon zwei Bausteinerverbundenwerdenkonnen.

4.Schritt: Eswerdeninduktiv StrukturenS{; S; konstruiertmit folgendenEigenschaften:

S; 2 non4C,S] 2 4C.

Duplikatorgewinntdas(98)' (c 4, r)-PFO(monNPPBpielaufSy; S;. Da-
beisindc;r die obengewvahltenParameter

Satz6.1fur dannFall k = 4 folgt dannmit Korollar2.23.
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1.Schritt: Existenzvon Gg; G;

Der Existenzbwveis fur Go; G; wird durch eine direkte Reduktion1. Ordnungdes
Graphproblems

Z = GraphG ist zusammerdmgend
aufGraphstrukturemit einereingebautebuilt-in NachfolgerrelatiomufdasProblem
C = Der GraphG ist 4-farbbar, abernicht 3-farbbar

gegebenDazuzurachstdie De nition fur Reduktionl. Ordnungin derForm, wie sie
hier berptigt wird (fur die allgemeineDe nition, siehez.B. Schwentic21]).

De nition 6.2

SeierS = (Es; Suco; T = Et SignaturenwobeiEs; E1 zweistellige symmetrische
KantenrelationemndSucceineNachfolgerrelatiobezeichnetSeiZ eineMengevon
S-StrukturerundC eineMengevon T-Strukturen.

EineFO-Reduktion 1.0rdnung vonZ nachC ist ein Tupel(k;' 9;*), wobei

k2N,
"0= (" 95:::;t ) ist ein Tupelvon FO-Formeln lber S mit einerfreien Varia-
ble,und

= (" 115517 kk) istein Tupelvon FO-Formeln BberS mit zwei freien Varia-
blen,

sodadfr jedeS-StrukturA wie folgt eine T-StrukturB de®niertwird:

DerGrundraun{Universum)onB ist die Mengealler Paarg(x; j);x 2 U]
k, fiardiegilt< A;x >F 0.

Er((x1;1);(x2;])) () < AXXe>F '
A2Z () B2C

Im FolgenderbezeichneRed(A), die durchReduktionvonA erhalteneStrukturB.

FolgendeAbschluReigenschai$t entscheidendiir die Nitzlichkeit von Reduktionen
1. Ordnungim Zusammenhanmit monNP:

Satz 6.3 (Cosmadakis93)
MonNPist abgeschlossamterFO-Reduktionerd.Ordnung.
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Beweis:siehe[5].

Esist bekanntdal3die EigenschafZ in monNP+Sucaicht ausdiickbarist. Im wei-
terenVerlaufdiesesAbschnitteswird eineReduktionvon Grapherbeschrieberderart
daRRfolgendeAquivalenzgilt

G2Z () RedG)2C (6.1)

D.h. der GraphG ist genaudannzusammenéingendwenndasReduktvon G nicht
3-farbbarist, aber4-farbbar Darausfolgt, dafRdie EigenschafCin monNPnicht aus-
gediicktwerdenkann.

Die folgendeSkizzebeschreibzum einendie StrukturdesReduktesinerKette mit
drei Punktenzum andererdie einesGraphender auseinerdreipunktigenKetteund
zwei miteinandenverbundenerPunktenbesteht.

Die Aquivalenz(6.1) emibt sich daraus,dal Red(G)so konstruiertist, daR die zu
einerZusammenhangsknponentalesUrsprungsgraphe@ gelbrendenTildeknoten
in einer3-Farbungvon Red @) identischgefarbtwerdenmissen(dieswird garantiert
durchdie Knotenreiheunter den Tildeknoten).Red@G) ist abernur dann3-farbbar
wennmanzwei Tildeknotenverschiederiarbenkann(dieswird garantiertdurchdie
KnotenuberdenTildeknoten) Ansonstenst RedG) aufjedenFall 4-farbbar

3-Farbbarleit vonRedG) erzwingtalsomindestengwei Zusammenhangsknponen-
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tenim urspringlichenGrapherG.

Die folgendeTabellegibt abschlie3en@ineformaleDe nition der hier verwendeten
Reduktion:

'O (x=x)8i2f1:::;69

| (i;j) 21160 | L (6y)
1,2),(2,1),(1,3),(3,1) (x=Yy)_Es(xy)
(1,4),(4,1) X=y)" (x6 Min)
(1,5),(5,1) (x 8 x)
(1,6) y = Min
(6,1) X = Min
(2,3),(3,2) X=y
(2,4),(4,2),(2,5),(5,2),(2,6),(6,2) X 6 X
(3,4),(4,3),(3,5),(5,3),(3,6),(6,3) X 6 X
(4.5).(5:4) X=y
(4,6) (x=y)_(x=Min”"y= Max)
(6,4) (x=vy)_ (x=Max”"y = Min)
(5,6) (x=y)_(x=Min™y= Max) _(x = Succ(y)
(6,5) (x=vy)_ (x= Max”y= Min) _(y= Succ(x)

|2.Schritt: Schnittstellen|

Zur Konstruktionder StrukturenSy; S| wird es notwendigsein, Graphen(z.B. Gg
mit G;) zu verbinden.Dazu werdendie GraphenGg; G; um jeweils vier Knoten
V1; Vo, V3; V4 erweitert. Diesevier Knoten dienendannals Schnittstelleund kdnnen
mit Hilfe einesAdaptersmit einerandererSchnittstelleverbundenwerden.Zunachst
musseraberdie vier Knotenmit demUrsprungsgraphe@, oderG; verlundenwer-
den.Die sokonstruierterGrapherbekommendie NamenF undE.
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F E
® ®
o 1@ . 1@
—J© —J©
\ \

Bevor die Art der Verbindungender Graphen Gy;G; mit der Schnittstelle
(v1; Vo; V3; V) beschrieberwird, werdenzurachstdie berbtigten Eigenschaftervon
F undE festgehaltenDazufolgendeDe nitionen:

De nition 6.4
(i) SeiH ein Graphmit vier ausgezeichnetdfnoten(vi; vo; v3; V4). NenneH einen
Graph mit Schnittstelleunddie vier Knoten(vs; vo; V3; V4) SchnittstellevonH,
kurzS(H). Der Teilgraphvon H, derentstehtwennmanausH die Schnittstelle
entfernt,seidasModul vonH, kurzM(H) .

(i) SeiH ein Graphmit SchnittstelleS(H). S(H) nenntmanfarbenreich, wennin
jeder4-Fartung von H die KnotenausS(H) paarweiseverschiedemef@rbtsind
undmindestengine4-Fartung von H existiert.

(iii) Sei H ein Graphmit SchnittstelleS(H). S(H) nenntman einfarbig, wenn es
mindestengine4-FE&rbung von H gibt, so daddie KnotenausS(H) die gleiche
Farbe habenund mindestenseine 4-F&rtung von H, so dad die vier Schnitt-
stellenknotemaarweiseverschiedemyeftarbtsind.

F undE werdensokonstruiertdal3folgendegjilt:
0. F 24Cn3C,E 2 4C.
1. S(F) istfarbenreich.
2. S(E) ist einfarbig.

3. Duplikatorgewinntdas(c 4;r)-monNPSpielaufF undE.
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| Konstruktion von F: |

SeiGgy = (Vo; Eo). EinederVoraussetzungesn Gy war, dalRGy mindestengin Drei-
eck enthalt. Eswird nun ein beliebigesDreieckausG, genaldfolgenderSkizze mit
denKnoten(vs; vo; v3; v4) verbunden:

<T@

Seienblau, griin, rot und gelb die zur Verfugungstehenderrarbenund dasDreieck
ausG, sei oBdA wie obengefarbt. SeiF = fV [ fvi;Vy;Vvs; Vag; Eog, wobei E

alle KantenausE, plus die Kantenausobiger Skizzeenthalt. Esist klar, daRF 2

4C n 3C und mansiehtleicht ein, daRfiir jede beliebige4-Fartungvon F folgende
Bedingungermgelten:

vy ist entwedemblauodergelbgefarbt.
Vv, ist entwederrot odergelbgefarbt.
vz ist entwedegriin odergelbgefarbt.
Vv, ist gelbgefarbt.

S(F) ist also(noch)nichtfarbenreichEssindweitereKantennotig, um diessicherzu
stellen.

SeiC, einebeliebiged-Farbungvon Gy, welchedie KnotendesDreiecksgemafobiger
Skizzefarbt.F entstehtausF durchHinzufugenfolgenderKanten:

v, wird mit allenKnotenverbundenwelchein C,4 nichtblaugefarbtsind.
v, wird mit allenKnotenverlbundenwelchein C,4 nichtrot gefarbtsind.

vz wird mit allenKnotenverbundenwelchein C,4 nichtgriin gefarbtsind.
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v4 wird mit allenKnotenverbundenwelchein C,4 nichtgelbgefarbtsind.

Eswird nungezeigtdaRC, := C4[ fvi = blauv, = rot;vs = grun;v, = gelby die

einzige4-Farbungvon F ist. NachKonstruktiongeriigt eszu zeigen,daf3in jeder4-

FarbungvonF die Knotenvy; vy; v3; V4 paarweisererschiedegefarbtwerdenmissen
(damitist S(F) farbenreich)Seiv, o0BdA gelbgefarbt.Esreichtzuzeigen dalikeiner
derKnotenvy; vy; v3 gelbgefarbtseinkann.

JedeiKnotenausF nfvy; V,; vs; V40, dernichtmit v, verbundenist, ist nachKonstruk-
tion mit vq; v, undvs verbunden.Da Gy hachVoraussetzungicht-3-farbbarist, muf3
einerdieserKnotenmit der Farbegelbgefarbtwerden Damitkannkeinerder Knoten
V1; Vo; V3 gelbgefarbtwerden.

Insbesonderest F 2 4C n3C und S(F) farbenreich.

| Konstruktion von E: |

SeiG; = (Vi;E1). Auch E entstehtaus G; durch Erweiterungum eine Schnitt-
stelle (wy; wy; ws; wy). Im Gegensatzzur Konstruktionvon F liegt in diesemFall
die Schwierigleit wenigerin der Schnittstellenbedingungls daringeeigneté/erbin-
dungskanterzu de nieren, sodalRDuplikatordas(c  4;r)-monNPSpielauf F und
E gewinnt. Dieswird durcheinenkleinenTrick realisiert.

EineVoraussetzungon Gq; G; war, dal3Duplikatordas(c;r)-monNPSpielaufdiesen
Strukturengewinnenkann.In diesemSpielwerdennunvier Farbungsrundemgespielt.
Go wird mit denFarbenFy; F;; F3; F4 gefarbt. Ein Knotenx 2 V, wird genaudann
mit der FarbeF; gefarbt,wennF die Kante(x; v;) enthalt. DieseFarbung beschreibt
die Verbindungvon G, mit derSchnittstelleS(F ) in eindeutigeM/eise.Duplikatorbe-
sitzt nuneineGewinnfarbungauf G;. Diesebeschreibhunin ebendiesereindeutigen
Weisedie Verbindungervon G; mit der SchnittstelleS(E ). Formalbedeutetlas:

E = (Vi[ fwy; Wy ws;wag; Eg) mit
Ee = E1 [ fOwi);(Wi;x);x 2 Fig
[ 06 wW2); (w2 X); x 2 Fog
[ f(X;wa);(ws;X); X 2 Fag
[ F0 Wa); (Wa; X); X 2 Fag:
DassokonstruierteE erfullt die notwendigeSpieleigenschafDieseswird im folgen-

denSatzprazisiert:

Satz6.5
Die obenkonstruierterGrapherfF; E mit Schnittstellerbesitzerdie folgenderEigen-
schaften:

(i) F 2 4C n3C, S(F) istfarbenreich.



100

(ii)

(iii)
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Duplikatorgewinnt das(c  4;r)-monNPSpielaufF undE. DuplikatorsGe-
winnstratgie | Eatdabeidie Schnittstellenknotekonstant.

E 2 4C, S(E) isteinfarbig.

Beweis:
SeienkE; F die obenkonstruierterGraphen.

zu (i):

zu (ii):

zu (iii):

Folgt direktausderKonstruktionvonF .

Eswird DuplikatorsGewinnstratgieim (¢ 4;7) monNPSpielbeschrieben.

Bevor daseigentlicheSpiel beginnt, farbt Duplikator dasModul M(F) von F
mit denFarbenF,; F,; F3; F4 wie obenbeschriebemmenald denVerbindungen
von M(F) mit der SchnittstelleS(F ). DieseFarbung beantvorteter sich selbst
auf demModul M(E) von E genal3 seinerGewinnstratgie im (c;r)-monNP
Spielauf Gg; G;. Die Situationist nundie, daf3die Modulevon F und E mit
vier Farbengefarbt sind und Duplikator weiterhindas(c  4;T)-monNP Spiel
aufdiesenrModulengewinnenkann.

Nun beginnt daseigentliche(c  4;1)-monNP Spiel. Hier verfolgt Duplikator
aufdenModulenunddenSchnittstelleneweils unterschiedlich&tratgien. Auf

denModulenspieltergenmal3seiner(c  4;T)-monNPGewinnstratgie. Auf den
Schnittstellerspielter konstantEsist leicht zu sehengal3dieseineGewinnstra-
tegie aufF; E ist. Die einzigeSchwierigleit sinddie Verbindungervon Modul-
knotenzu SchnittstellenknoterDurch die anfangliche4-Farlung wird garan-
tiert, da3 Duplikator immer mit einemModulknotenantwortenkann, der sich
beZiglich aller Schnittstellenknotesoverhalt, wie dervon Spoilergevahlte.2

Man siehtleicht, daf3 es eine 4-Farbung von E gibt, so dal3die Schnittstelle
S(E) mit einerFarbegefarbtist (G; ist 3-farbbar).Die zweite Bedingungfir
eineeinfarbigeSchnittstellest die Existenzeiner4-Farbungvon E, sodal3die
vier Schnittstellenknotepaarweisererschiedeigefarbtsind.Diesefolgt ausder
GewinnstratgieaufF; E (siehe(ii)): SpoilerfarbtF in vier Rundergemal3einer
4-Farlung.Hierbeisinddie Schnittstellenknotepaarweise/erschiedemgefarbt.
Duplikator ndet daraufeine Antwort auf E. Es ist klar, dald diese Antwort
ebendlls eine4-Farbungseinmul3.Da DuplikatorsGewinnstratgie die Schnitt-
stellenknoterkonstantal3t, mulddiesed4-Farbungvon E die Schnittstellenknoten
von E paarweiseverschiedeffiarben.

3.Schritt: Adapter

Die KonstruktionderStrukturernSy; S, die alsSpielstrukturemm PFO(monNP)-Spiel
verwendetwverden,erfordertes,zwei GraphenE undF mit Schnittstellermiteinan-
der zu verbinden.Der neueverbundeneGraphE ? F soll wiederumein Graphmit
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Schnittstellesein.In diesemAbschnittwerdendrei verschieden&erbindungsadapter
de niert, die jeweils verschieden&igenschafteder SchnittstellevonE ? F liefern.

Adapter A
FolgendeSkizzebeschreibtlie Strukturvon AdapterA:

~
e

1

®0 @ 6

S

DasZeichen?y stehtfur die VerknipfungzweierGrapherk ; F mit Schnittstellamit-
telsAdapterX, d.h.E ?5 F istderGraph,denmanerhalt, wennmanE mittelsAdapter
A mit F verbindet Aufgrundder Symmetrievon AdapterA ist derOperator?, kom-
mutatv. Alle hier betrachteteldapterwerdenkommutaty sein.
FolgendeEigenschaftenlesOperators?, werdenwichtig seinundsindleicht zu zei-
gen:

Lemma6.6
Seienk ;F zwei Graphermit Schnittstelle Danngilt:

(A1) SindS(E) undS(F ) farbenreichsoistE ?5 F nicht-4-fiarbbar
(A2) Ist SE ) oderS(F ) einfarbig,soistE ?, F 4-flarbbar

Bemerkung 6.7

Im weiterenVerlaufwird esnicht notwendigsein,dadder GraphE ?5 F eineSchnitt-
stellehat. OhneEinschiankungkannaberdie Schnittstelledeslinken GraphenE ) als
SchnittstellevonE ?5 F de®niertwerden.

Adapter B
FolgendeSkizzebeschreibtie Strukturvon AdapterB::
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AdapterB erweitertdie verknipften Graphenum acht Knoten. Diese werdenAd-

apterknoten genannt.Die neuenKnoten (s;; S;; Ss; S4) bilden die Schnittstellevon
E 7?8 F. Die vier Knotenhy; hy; hs; h, dienenlediglich als Hilfsknoten,um folgende
anAdapterB geforderterEigenschafteu erreichen:

Lemma6.8
Seienk ;F zwei Graphermit Schnittstelle Danngilt:

(B1) SindSE ) undS( ) farbenreichsoist S(E ?g F) ebenélls farbenreich.
(B2) Ist SE ) oderS(F ) einfarbig, soist auchS(E ?g F) einfarbig.

Beweisidee:(B1) Ist savohl E als auchF farbenreicherzwingendie Verbindun-
gender Knotenvs; vo; Wy ; Wy, dal3die Knotenvs; va; Ws; Wy in einer4-Farbung paar
weise verschiedergefarbt werden.Diese Eigenschaftvererbt sich auf die Knoten
h1; hy; hs; hy unddannweiteraufdie Schnittstellenknotes; ; S,; S3; Sa.

(B2) Zunachstfolgt wie in (B1), daf? die Knoten so gefarbt werdenkodnnen,dald
S1; Sy, S3; S4 paarweise/erschiedemefarbtsind.
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SeioBdAE einfarbig.Mansiehtleicht,dal3eseine4-Farbunggibt, die fir die Knoten
V3; V4; W3; Wy nur drei Farbenberitigt. Diesvererbtsichauf die Knotenhg; hy; hs; hy.
Mit dernochfreienFarbekdnnendanndie Knotens;; s;; S3; S4 gefarbtwerden.

Adapter C
FolgendeSkizzebeschreibtie Strukturvon AdapterC:

1 @ W1

2 : : So i j Wo
E

3 : : S3 : : 3

;e; G

4

3 &6

KRR

Die neuerKnoten(s;; S,; S3; S4) bildendie SchnittstelleronE ?¢ F.
FolgendeEigenschaftenlesOperators?c werdenwichtig seinundsindleicht zu zei-
gen:

Lemma6.9
Seienk ;F zwei Graphermit Schnittstelle Danngilt:

(C1) Ist SE ) oderS(F ) farbenreichsoist S(E ?c F) ebenélls farbenreich.
(C2) SindS(E ) undS(F ) einfarbig,soist auchS(E ?¢ F) einfarbig.

4 .Schritt: Konstruktion von Sj und S}

In diesemAbschnittwerdendie Spielgraphers; und S} induktiv konstruiert.Diese
Spielgraphererfullen die im folgendenSatzbeschriebenekigenschaften.

Satz6.10
(i) Fhraller 2 N ist$ nicht-4-fiarbbar

(i) Firaller 2 N istS 4-flarbbar

(i) Flraller 2 N gewinnt Duplikatordas(98) (c  4;T)-PFO(monNP)Spiel auf
S): S
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Da(c;T) 2 N? zuBeginn beliebiggevahltwerdenkonnte folgt sofort,daRdie Graph-
eigenschafhicht-4-Farbbarleitin PFO(monNPhichtausdiickbarist. Teil (i) und(ii)
desSatzeswird sichdirekt ausder Konstruktionund denEigenschaftemler ? Opera-
torenergeben.

Zunachstwird einweitererOperator?x, y berbtigt. DazufolgendeDe nition:

De nition 6.11

SeienK ;i 2 N; Graphenmit Schnittstelle.Sei G ein Graph,der als Produkteiner
endlichenTeilmengevon fK; ;i 2 Ng darstellbarist. Dabei sind die Operatoren
?a; %8 2c als Produktoperatorulssig.Dannist %, yvG derjenigeGraph,der ent-
steht,wennmanin derProduktdarstellungon G denOperatof?y durchdenOperator
?v ersetzt.

Beispiel: SeienK ;; K, Graphermit SchnittstelleG seide niert durch
G = (K1 ?2c K2) ?a (K12 K2):
Danngilt:

20 8G 1= (K12 Ky2) %8 (K1 2 Ky):

Konstruktion von Sy und S;:

Furr = 0seiS) = F 24 FundS? = E 25 E.
SeiennunS; und S} schonkonstruiert Dannseien

St = (a1 8SH) 2 (71 8SY) 2 (741 8SE) 2 (?a1 8SY))

und

Si™ = ((Par 8Sp) %c (Par 8S1)) 24 (%41 8SY) 2% (%41 6 SY)):

FolgendeSkizzeerleichertdasVerstindnisdieserDe nitionen:
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So S1

r=m+1:
?A! B(S(r)n) ?A! B(S(r)n) ?A! B(S(r)n) ?A! B(Sin)
C A C C A C
?n 8(ST) ?n 8(ST) ?n 8 (ST) 20 8(ST)

Beweisvon Satz6.10:

zu (i),(ii): Aus folgendemLemmauberdie Schnittstellerder Spielgraphers;; S} er-
gibt sichdie Behauptundeicht.

Lemma6.12
(1) Fiaraller 2 N istS(: g St) farbenreich.

(2) Fraller 2 N istS(, gS}) einfarbig.
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Beweis:

(1) r = 0 : Da S(F) farbenreichist, folgt ausEigenschaf{B1) von ?g sofort, daf?
S(S)) = S(F ?g F) farbenreichist.

r ! r+ 1: NachDe nition ist

22 8567 = (741 8Sh) ¢ (a1 8SY)) %8 ((Par 8S0) 2 (%1 8S))):

Nach(B1)istS;™ farbenreichwenn((?a: sSh) ?c (?a: 8S})) farbenreichst. Nach
(C1)qilt das,sobaldentwedel?a, g Sp) oder(?a; gS;) farbenreichst. (?4, g Sf) ist
nachlinduktionsannahm&arbenreich.

DerBeweisvon (2) lauftanalog. 2

Da
S5™ = ((Par 8S0) ?c (Za1 BSY)) 24 (%A1 8Sp) 2 (241 8SY)):

folgt nunnach(A1), daRSy** nicht4-farbbarist, falls ((?a: 8Sh) ?c (?a: 8S})) far
benreichst. Nach(C1)istdasdannderFall, wennentwedeK?a, g S{) oder(?a; 8S;)
farbenreichst. (7 g S;) ist abernachobigemLemmafarbenreichDiesbeweist(i).

DerBeweisvon (ii) lauftanalog.

zu (iii): Es wird gezeigt,dal3 Duplikator fur alle r 2 N eine Gewinnstratgjie im

(98)"(c 4;1)-PFO(monNPJPBpielaufSy; S| hat,welchedie beidenSchnittstellendie

durchdeninnerenA-Adaptervertundensind,entwedekonstantal3todermiteinander
vertauscht.

r = 0: Dulikatorhatim (c 4;T)-monNP-SpiekineGewinnstratgieaufF; E, welche
die Schnittstellerkonstantial3t(sieheSatz6.5). Darausergibt sich soforteine
GewinnstratgieaufS) = (F 24 F); S? = (E ?a E), welchebeideSchnittstellen
konstantaft.

r + 1: FUrdeninduktionsschritivird folgended_emmaberbtigt:

Lemma6.13

Duplikatorhateine Gewinnstratgie im (98)" (¢ 4;1)-PFO(monNPSpiel auf
(?a1 8Sp), (a1 8S1), welchedie Adapterknoterdesneuen(innerstenB Ad-
apterskonstani EQt.

Beweis:

Der einzigeUnterschiedzwischenS(; S; und (?a1 8S;); (71 8S)) ist derin-

nereA-Adapter derdurcheinenB -Adapterersetztwird. Da die Adapterknoten
diesesB -Adapterssymmetrisctzu beidenSchnittstellersind, kann Duplikator

seinSpielauf Sf; S; Ubernehmemind auf denAdapterknoterkonstantspielen.
2
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FolgendeSkizzeist hilfreich, umdie ersterbeidenRundenm (98)"*' (¢ 4;T)-
PFO(monNPBpielzu verstehen:

21 8(So)

71 8(S0)

r+1
S0

r+1
Sl

Die erstenzwei Spielrundenauf Sj**; S| ** spielt Duplikator nachfolgender
Strateie:

Rundel: Spoilerwahlt einenKnotenausS;*™ . Wegender Symmetriekanndieser
oBdA ausA, angenommenverden.Duplikator antwortet mit demselben
KnotenausB; (A, = B,). Im weiterenVerlaufdesSpielsspieltDuplikator
aufA,; B; immerkonstant.

Runde2: SpoilerwahlteinenKnotenausS; **

Fall 1: Dieserist ausB;. Dannantwortet Duplikator konstantauf A, (siehe
oben).
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Fall 2: Dieserist ein Adapterknoterdes(innersten)C-Adaptersin B,. Dann
antwortetDuplikatorkonstantisomorph)aufA;.

Fall 3: Dieserist oBdA ausB,;. Dannantwortet Duplikator mit demselben
KnotenausA1, (A2 = B»;) undim weiterenVerlaufdesSpielsspielt
DuplikatoraufA1,; B,; konstant.

Der RestdesSpielesst auf denBereichemA,; A1,; B1; B,y geklart. Auf Ay =
?a1 8(SP) und By, = ?a; 5(S)) spielt Duplikator seineGewinnstratgie aus
Lemma6.13aus.

Man siehtleicht, daRdamiteine (98)'** (¢ 4;T1)-PFO(monNP)Gewinnstra-
tegie auf S{**; S;*! gegebenist, die die SchnittstellenknotenesA-Adapters
entwedekonstantial3todervertauscht. 2

6.2 DerFallk > 4

Esistnichtschwerzuzeigendalidie Methoderfir denFall k = 4 aufdenallgemeinen

Fall k

4 erweitertwerdenkodnnen.Diese Erweiterungwird im Folgendenknapp

beschrieben.

Schritt1;

Schritt2:

Im allgemeinerfall, werdenGraphstrukturei®; G& mit folgenderEigenschaf-
tenberbtigt:

1. Duplikator gewinnt das (c;r)-monNP Spiel auf G§; Gk. Dabei kann
(c;T) 2 N? beliebigfestgelgt werden.

2.Gk2nonk 1)C,Gk2 (k 1)C

3. G§ 2 kC undG§ enthalt einenk ;.

Dieselassersichausdenim Falle k=4 verwendeterisraphenGy; G, konstruie-
ren.Dazuwerdendieseum jeweils einenPunkterweitern dermit allenanderen
verbundenwird. Dadurchverandertsich nichtsanden Spieleigenschaftersehr
wohl wird aberdie notwendigeFarbenzahlm einserhdht. Dies kanninduktiv
fortgesetziverden.

GK; G¥ werdenum jeweils k Knotenund geeignetéantenerweitert.DieseEr-
weiterungist vollig analogzumFall k = 4. Die sokonstruierterGrapherkrie-
gendie NamenF; Ey. Mit einervollig analogerDe nition von Schnittstelle,
farbenreichundeinfarbigergebensichfolgendeEigenschaftenon Fy; E:

0. Fk 2kCnk 1)C,E¢ 2 kC.

1. S(F) istfarbenreich.

2. S(E) ist einfarbig.
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3. Duplikatorgewinntdas(c k;r)-monNPSpielaufFy; Ex.

Schritt3: Ebensawie im Fall k=4 werdendrei AdapterA; B ; C mit analogerEigenschaf-
tende niert. Die Erweiterungder AdapterA undC ist leicht zu sehenDie Er-
weiterungvon AdapterB einwenigschwierigerMan muf3in demFall zwischen
geradenmundungeradenk unterscheiderDa ein formaleDe nition desAdap-
tersB fur allgemeinek sehrumstndlichist, zeigtdie folgendeAbbildungdie
Strukturfur k=5undk=6. Daraufaufbauendst die Erweiterungfiir allgemeines
k leichtzusehen.
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W

W,

® @
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1 h hs hy hs

S1 So S3 Sa S5
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® O @

k=6 Wy
\s 5
Ve Wsg
h, h, hs ha hs he
St So S3 Sy Sg S6

Schritt4: Eswerdenschlief3lichvollig analogzum Fall k = 4 StrukturenSg; S mit fol-
genderEigenschaftelkonstruiert:

1. S; 2 norkC, S; 2 kC.
2. Duplikatorgewinntdas(98)"(c  k;r)-PFO(monNPPBpielaufSy; S].

6.3 DerFallk =3

Wie siehtesmit der hier verwendeterMethodeim Fall k = 3 aus?Um analogzum
Fall k = 4 agumentiererzu konnen muf3tenicht-2-Farbbarkeit nichtin monNPaus-
drickbarsein.Die folgenderbeidenSatzezeigenaber dalR3diesnichtsoist:
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Satz6.14
Ein GraphG ist genawdannnicht-2-fiarbbar wenner einenKreis mit ungeradeKno-
tenzahlenthilt.

Beweis:Leichtzu zeigen.

Satz6.15
Nicht-2-F&rbbarleit2 monNP

Beweis:
Eswird gezeigt,dal3die Eigenschaft

UK := G enthalt einenungeraderKreis

in monNPausgedicktwerdenkann.

JedeiGraphmit einemungeradeireis enthalt aucheinenminimalenungeradeiKreis
C. Die Knotenvon C haberbisaufdie KreisverbindungskantekeineweiterenKanten
innerhalbvon C, dennsonstware C nicht minimal. Die Existenzeinessolchenreinen
ungeraderKreiseswird durchfolgendemonNP-ormelbeschrieben:

' n2e = 9 UK (ungeradekKreis) 9 B (blau) 9 R (rot) mit

+ jederPunktausUK hatgenauzwei Nachbarnn UK.

+ jederPunktausUK ist entwedeiblauoderrot.

+ esgibt genawzweibenachbart®unktein UK mit derselberFarbe. 2

AuchwennderFall k = 3 nicht mit derselberMethodewie derFall k 4 erledigt
werdenkann,gilt dasErgebnisauchfur k = 3. Dieslal3tsich durcheine Reduktion
aufdenFall k = 4 erledigenDie entscheidend&lee zu dieserReduktionverdanie
ich HerrnKonradZdanavski.

Notwendigist eine FO-ReduktionersterOrdnungdesProblemsnicht-4-Farbbarkeit
aufdasProblemnicht-3-Farbbarkeit. Desweitereorauchtmaneinezu Satz6.3analo-
geAbschlulReigenschaibn PFO(monNPpzgl. solcheO-Reduktionerd.. Ordnung.
Dieselaldtsichanalogzu Satz6.3 beweisen.

6.4 Zusammenfassungind Bemerkungenzu Kapitel 5
und 6

Im zweitenTeil dieserArbeit wurdenmonadisbe Abshlissevon monadicNP unter
sucht.Hauptschlichging esum denpositven FO-Abschlufdvon monadicNP (kurz:
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PFO(monNP))Im weiterenKontext wurdeder Abschlufvon monadicNP bzgl. FO-
Quanti zierung und existentiellermonadischeSO-Quanti zierung(closedmonadic
NP, kurz: cmonNP)betrachtet.

Die Tatsachedall Graphzusammenhang 88monNP PFO(monNP)ausdiickbar
ist, zeigt,daBPFO(monNPEineinteressanteind verninftige Erweiterungvon mona-
dic NPist. Mankannsogarzeigendalesfiur jedesk 2 N in PFO(monNP)eschreib-
bareEigenschafteryibt, die nicht in k-stelliger existentieller SO-Logik ausgedickt
werdenkdnnen(siehgl]). PFO(monNP)st alsodurchausausdruckssirker alsmona-
dic NP,

Ajtai,Fagin und Stockmeger waren die ersten, denen es gelungenist, eine in
PFO(monNPhichtausdiickbaremonadisché&igenschaffPy zu nden. Dabeiist eine
Eigenschaftnonadischfalls siein MSO ausdiickbarist. In derFolgezeitkonnteMar-
cinkowski zeigendalldie EigenschafE = Erreichbarkeitin gerichtetenGraphemicht
in PFO(monNPpusdiickbarist.

In Kapitel 5 wurde gezeigt,dal’ beide Beweise auf derselbenGrundideeberuhen.
Grobgesprochemwerdendie vorangestellter-FO-Rundendurch Spielenauf isomor
phenTeilstrukturerbewaltigt.

Desweitererwurdeder Beweisvon Faginetal. vereinfichtundverallgemeinert.

Im Hinblick auf closedmonadicNP sindfolgendeFragenoffen:

Ist die Hierarchieinnerhalbvon closedmonadicNP strikt (sieheAbschnitt2.2)?

Gibt esmonadisché&igenschafterglie nichtin closedmonadicNP ausdiickbar
sind.Gilt alsocmonNPé MSO?

Sowohl Py, als auchE sind in der zweiten Stufe von cmonNPbeschreibbarBeide
Eigenschaftesindalsonichtgeeignetum Antwortenauf obigeFragenzu nden.

In Kapitel 6 wurdegezeigtdald
nichtk-Farbbarleit (kurz: norkC) 2 PFO(monNPJurk 3 ():

Diesist dasHauptegebnisdeszweitenTeils dieserArbeit. Unter der Annahmedal3
NP6 co-NR gilt
norkC 2 closedmonadicNP. ()

Da norkC leicht in co-monadicNP beschreibbairst, wirde () die zweite Frage
positiv beantvorten.DasErgebnis( ) ist ein ersterSchrittin dieseRichtung.

Esistjedochnichtzu erwarten,dal3eineleichteVerallgemeinerunderhierverwende-
tenMethoderzumBeweisvon () fuhrenkann.WesentlicheBestandteilm Beweis
von () war eine Reduktionder EigenschafiGraphzusammenharayf dasProblem
norkC. DuplikatorsSpielstratgieim PFO(monNP)-Spidberuhtentscheidendufsei-
ner Spielstratgie im monadicNP-Spielbzgl. der EigenschaflGraphzusammenhang
Dieseist aberschonin 88monNPausdiickbar

Aus meinerSichtkonnteein direkter(nicht auf ReduktionberuhenderBeweisvon
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norkC 2 monadicNP

zugroRenFortschrittenin Bezugauf( ) fuhren.

Wasdie erstederobigenFragenangehtjst die Situationahnlichdeprimieendwie im
Kontext von Graphzusammenhangd monadicNP + starle built-in RelationenEs
ist bishernicht gelungengineEigenschafhicht-2te-Stufeu nden mit

nicht-2te-Stufe& 2te Stufevon cmonNP? nicht-2te-Stuf@ cmonNP  ( ).

Auch dasAnwendenvon plausiblenkomplexitatstheoretischeAnnahmerliefert kei-

nesolcheEigenschatft.

Eskonntealsosein,dal3die Hierarchieauf der zweitenStufezusammerdllt. Es war
mir langeZeit unklar, warumes (scheinbar}so schwerist, Nichtausdiickbarleitsbe-
weiseflr monadische&Eigenschaftemzgl. der zweitenStufevon cmonNPzu fuhren.
Fur die scheinbarschwierigeremonadischedierachiekonnteMatz und Thomas(sie-
he[20]) die Striktheitbeweisen Dieswurdeim wesentlicherdurchZahlenvon Spiel-
typenerreicht.Ein analogesvorgehenim Kontext von closedmonadicNP ist nicht
moglich, da die Anzahl von Spieltypenstark von der Anzahl der Alternationenvon
All- und Existenzquantorefunablangigob FO- oderSO-Quantorenablangt.Esist
auchleicht zu zeigen,dal3alle von Matz und ThomasverwendeterkEigenschaftern

derzweitenStufevon closedmonadicNP ausdiickbarsind.

Der folgende (unverdffentlichte) Satzvon Schweikardtund Schwentickliefert eine
moglicheBegriindungfur die Schwierigleit von ( ):

Satz6.16
Esgibt zwei Ordnungsrelationen 1; < ,, sodatfolgendelmplikation gilt:

monNP(+) monNPg 1;<5,).

Bemerkung 6.17
UnterbestimmterBedingungerandie beidenOrdnungsrelationegilt auchdie umge-
kehrtelnklusion.

Fur die zweite Stufe von closedmonadicNP (kurz: 2cmonNP)folgt dasfolgende
Korollar.

Korollar 6.18
Esgibt zwei NachfolgerrelationeB,; S,, sodaufolgendelmplikation gilt:

monNP(+) 2cmonNP§;; S;).

Erweitertmanalso 2cmonNPum zwei einfadhe Nachfolgerrelationerso erhélt man
die volle Ausdruckssirke von monNP(+).Einerseitsliefert diesesKorollar ein in-
tuitives Verstindnisdafur, daf3esschwierigist, Eigenschaftemmit ( ) zu nden.
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AndererseitkonnteesAusdrucksschécheegebnissem Kontext mit monNP(+)lie-
fern. Dazubrauchtmaneine EigenschafE mit E 2 2cmonNP§;; S,), wobei S;; S,
beliebigeNachfolgerrelationesind.

Uberraschenderweisst esleicht, nicht monadischeEigenschafterzu nden. Insbe-
sonderesind dieseEigenschaftemicht in cmonNPausdiickbar Ein Beispiel dafur
ist die EigenschafHamiltonkeeis (sieheTuran[27]). Der einfache Beweis kannohne
Schwierigleitenzum Beweis desfolgendenSatzesrweitertwerden.

Satz6.19
HamiltonkeisZ MSO(S, ), wobeiS; einebeliebigeNachfolgerrelationst.

Allerdingssdeinendie Methodemichtmehrzufunktionierensobaldmaneinezweite
Nachfolgerrelatiorzulalit.
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